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RESUMEN

Diversas investigaciones sefialan las carencias en el razonamiento probabilistico de futuros docentes y su conexién con un razonamiento
proporcional deficiente. Estas limitaciones pueden estar relacionadas ademas con el grado de algebrizacion de la actividad matematica
implicada. Con la intencién de arrojar algo de luz al respecto, en este estudio, se analizan las respuestas de un grupo de maestros en
formacién a una tarea que requiere determinar la composicién de una urna, cuya probabilidad de éxito es igual que en otra en la que se
conoce la razén entre casos favorables y desfavorables. Se examinan las estrategias y errores que presentan, centrandonos en los niveles
de razonamiento algebraico de sus practicas matematicas. Los resultados muestran que los futuros docentes determinaron con éxito la
composicién de la urna empleando estrategias mayoritariamente de tipo aritmético, y que encontraron dificultades para argumentar sus
soluciones. Estas dificultades fueron menores a medida que las soluciones mostraban rasgos de razonamiento proto-algebraico.

Palabras claves: formacién de profesores, probabilidad, razonamiento algebraico, razonamiento proporcional, urnas.

How do prospective teachers solve proportionality tasks in the probabilistic context? A look from the levels
of algebraic reasoning

ABSTRACT

Various studies point out the deficiencies in the probabilistic reasoning of prospective teachers and their connection to poor proportional
reasoning. These limitations may also be related to the algebraization degree of the mathematical activity involved. To shed some light on
this matter, in this study, the responses of a group of pre-service teachers to a task that requires determining the composition of an urn, with
the same probability of success as another urn in which the ratio between favourable and unfavourable cases is known, are analyzed. The
strategies and errors they present are examined, focusing on the levels of algebraic reasoning in their mathematical practices. The results
show that future teachers successfully determined the composition of the urn using predominantly arithmetic strategies and encountered
difficulties in justifying their solutions. These difficulties decreased as the solutions exhibited characteristics of proto-algebraic reasoning.
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1. Introduccion

Numerosos autores destacan la importancia de iniciar la ense-
fnanza de la probabilidad desde los primeros niveles educativos,
aprovechando las intuiciones de los escolares y avanzando hacia
la expresién, cuantificacién y modelizaciéon de la incertidumbre
por medio de la probabilidad (Pratt y Kazak, 2018). Esta necesi-
dad ha motivado que programas curriculares de diversos paises,
como Australia (Australian Curriculum, Assessment and Repor-
ting Authority [ACARA], 2014), Estados Unidos (Common Core
State Standards Initiative [CCSSI], 2015), Singapur (Ministry of
Education Singapore, 2012) y Espafa (Ministerio de Educacién y
Formacién Profesional [MEFP], 2022) hayan incluido el estudio
de la probabilidad en la Educacién Primaria. Esta incorporaciéon
plantea un importante desafio para los docentes de estas etapas
educativas que no siempre disponen de la formacién matematica
y didéctica necesaria (Franco y Alsina, 2022a, 2022b; Vasquez y
Alsina, 2017).

El razonamiento probabilistico entendido como aquel que se
aplica al resolver problemas de probabilidad requiere entre otras
capacidades: comprender las ideas probabilisticas fundamentales
de variabilidad, aleatoriedad, independencia o predictibilidad/
incertidumbre; calcular o estimar probabilidades de sucesos en si-
tuaciones aleatorias cotidianas; utilizar adecuadamente el lenguaje
del azar y emplear argumentos para probar la veracidad de una
afirmacion probabilistica o la validez de la solucién al problema
(Sanchez y Valdez, 2017). Investigaciones recientes muestran que
tanto estudiantes como futuros profesores comparten numerosos
sesgos en el razonamiento probabilistico (Batanero et al., 2014; Ba-
tanero et al., 2015; Gémez et al., 2013). Ademas, revelan que detras
de gran parte de los errores en el ambito de la probabilidad, puede
encontrarse un razonamiento proporcional insuficiente (Begolli
et al., 2021; Bryant y Nunes, 2012; Langrall y Mooney, 2005; Van
Dooren, 2014). El razonamiento proporcional, entendido como la habi-
lidad de establecer relaciones multiplicativas entre dos cantidades
y de extender dicha relacién a otro par de cantidades (Lamon,
2007), involucra un sentido de covariacién y de comparaciones
multiples en términos relativos. Por estas caracteristicas, se le con-
sidera un elemento esencial del razonamiento probabilistico, que
forma parte del analisis del espacio muestral, de la cuantificacién
proporcional de las probabilidades y de la comprensién y uso de
las correlaciones (Bryant y Nunes, 2012).

Diversos estudios han investigado las estrategias y dificultades
encontradas por estudiantes de distintas edades y futuros maes-
tros en resolucién de tareas de comparacién de probabilidades
en contexto de urnas (Batanero et al., 2015; Herndandez-Solis et al.,
2021a). Para Hernandez-Solis ef al. (2021a) la dificultad encontrada
por estudiantes en el calculo de probabilidades se debe a que no
es frecuente utilizar el contexto de probabilidad para completar
su estudio de fracciones y realizar comparaciones. Son menores
los trabajos en relacién con la nocién de espacio muestral (Her-
nandez-Solis et al., 2021b; Ortiz y Mohamed, 2014; Shaughnessy
y Cincetta, 2002). En el contexto de maestros en formacién, Ortiz
y Mohamed (2014) observan que las dificultades de comprension
del espacio muestral pueden venir motivadas por un conocimiento
insuficiente con relacién al suceso seguro, la falta de razonamiento
combinatorio, o la interpretacién incorrecta del experimento alea-
torio. Con estudiantes de primaria, Hernandez-Solis ef al. (2021b)
resaltan que la mayoria de los participantes construyen un espacio
muestral adecuado cuando en el enunciado de las tareas se parte
de un suceso posible o de uno equiprobable, pero presentan difi-
cultades cuando el suceso es imposible o seguro debido a una falta
de comprensién de ambos tipos de sucesos.

En la presente investigacion, se propone una tarea en la que
maestros en formacién deben determinar la composiciéon de una
urna (con namero de casos posibles conocido) para que la proba-
bilidad de éxito sea la misma que en otra donde no se conoce la
composicién, pero si la razén entre casos favorables y desfavora-
bles. El interés de esta tarea es conectar dos componentes esenciales
del razonamiento probabilistico: la identificacién de la naturaleza
proporcional del célculo de probabilidades y la comprensién del
espacio muestral. Puesto que la resolucién de tareas matematicas
se puede hacer con diversos grados de formalizacién, se analiza
la actividad matemaética de los maestros en formacién en términos
de los tipos de representaciones usadas, procesos de generaliza-
cién y calculo analitico implicados, esto es, en funcion del caracter
algebraico de la actividad matematica correspondiente (Godino
et al., 2014). Teniendo en cuenta estas ideas, los objetivos de esta
investigacion son los siguientes:

— Analizar las estrategias utilizadas por maestros en forma-
cién para determinar la composicién de una urna con igual
probabilidad de éxito que otra. De la primera se conoce la
razdn entre casos favorables y desfavorables y de la segun-
da sélo el ntimero de casos posibles.

— Identificar las formas de razonamiento algebraico y proba-
bilistico que emergen de las practicas matematicas desarro-
lladas por los participantes al resolver dicha tarea.

— Analizar la relacién entre el grado de éxito en la resolucion
de la tarea y el nivel de algebrizacién alcanzado en la misma.

Pese a la carencia de estudios previos en el contexto proba-
bilistico, los resultados obtenidos en investigaciones anteriores
que analizan la conexién entre el razonamiento proporcional y
algebraico (Burgos y Godino, 2022) nos llevan a esperar encontrar
formas proto-algebraicas en la actividad matematica de los futuros
maestros. Estas investigaciones también sugieren que el éxito en la
resolucion serd mayor, cuanto mayor sea el grado de razonamiento
algebraico emergente.

En la Seccion 2 se introducen los elementos teéricos del Enfo-
que Ontosemiético (EOS) (Godino et al., 2007). El papel esencial
dado por el EOS a las nociones de practica matematica y signifi-
cado pragmatico, asi como el modelo de razonamiento algebraico
elemental que propone para analizar la actividad matematica, nos
permiten afrontar los objetivos de nuestra investigacién. La Seccién
3 describe la metodologia empleada, los participantes, el instru-
mento de recogida de datos y su analisis a priori. Los resultados
del analisis y evaluacién de las respuestas elaboradas por los par-
ticipantes se presentan en la Seccién 4. Finalmente, se discuten los
resultados y derivan algunas implicaciones didacticas.

2. Marco teérico
2.1. Prdcticas matemdticas y significado pragmdtico

En el EOS se entiende por prdctica matemdtica toda actuacion o
expresion (verbal, grafica, etc.) realizada por alguien para resolver
problemas matematicos, comunicar a otros la solucién obtenida,
validarla o generalizarla a distintos contextos y problemas. Las
practicas matematicas pueden ser concebidas desde dos puntos de
vista, dependiendo de quién las realiza; si son llevadas a cabo por
una persona, se pondran en evidencia los significados personales, o
bien, si son compartidas en el seno de una institucién, daran lu-
gar a los significados institucionales, entendiendo por institucién un
grupo de personas expertas involucradas en una misma situacion
problemaética (Godino et al., 2007).
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En el EOS, el término objeto se usa en sentido amplio para re-
ferir a cualquier entidad que esté involucrada de alguna forma
en la practica o sistemas de practicas matematicas y que pueda
separarse o individualizarse. Atendiendo a su funcién y naturaleza
en dichas practicas se identifican: lenguajes (términos, expresiones,
notaciones, graficos) en sus diversos registros, situaciones-pro-
blemas (aplicaciones extra-matematicas que motivan la activi-
dad, ejercicios), conceptos (introducidos mediante definiciones
o descripciones), proposiciones (enunciados sobre conceptos),
procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de calculo) y
argumentos (enunciados usados para validar o explicar las propo-
siciones y procedimientos). Estos objetos primarios emergen de los
sistemas de practicas mediante los respectivos procesos matemdticos
de comunicacién, problematizacién, definicién, enunciacién, algo-
ritmizacién y argumentacion.

Los objetos y procesos que intervienen y emergen de los sis-
temas de practicas se relacionan entre si formando configuraciones
ontosemioticas que pueden ser epistémicas (institucionales) —redes
de objetos y procesos que intervienen y emergen de las practicas
necesarias para resolver un tipo de tareas matematicas— o cogni-
tivas (personales)—redes de objetos y procesos matematicos que
ponen en juego los estudiantes para resolver un tipo de tareas
matematicas— (Godino et al., 2007).

2.2. Razonamiento algebraico elemental

Desde el EOS se entiende el razonamiento algebraico elemental
(RAE) como el sistema de practicas operativas y discursivas que se
utilizan en la resolucion de tareas matematicas abordables desde la
Educacién Primaria, en las que estan presentes objetos y procesos
algebraicos. Godino et al. (2014) consideran como tipos de objetos
algebraicos: relaciones binarias —de equivalencia o de orden—y sus
respectivas propiedades (reflexiva, transitiva y simétrica o antisi-
métrica), usadas para obtener nuevos objetos matematicos; opera-
ciones y sus propiedades, realizadas sobre los elementos de conjuntos
de objetos diversos; funciones, sus componentes (variables, represen-
taciones analitica, tabular o grafica), tipos, operaciones y propiedades;
estructuras (semigrupo, grupo, anillo, cuerpo, espacio vectorial), sus
tipos y propiedades. E1 modelo de RAE propuesto en Godino et al.
(2014) para la Educacién Primaria establece criterios que permiten
identificar la actividad matematica puramente aritmética (nivel 0
de RAE) y distinguirla de progresivos niveles de RAE. El caracter
algebraico de una practica matematica estd esencialmente ligado al
reconocimiento por el sujeto que la realiza de la regla que conforma
el objeto intensivo (inferencia de la generalidad), la consideracién
de la generalidad como una nueva entidad unitaria (unitarizacion)
y su materializacién mediante cualquier registro semiético (repre-
sentacién) para su posterior tratamiento analitico (transformacién).
Asi, los criterios para delimitar los distintos niveles estan basados
en: tipos de representaciones usadas, procesos de generalizacion
implicados y calculo analitico que se pone en juego en la actividad
matematica correspondiente.

— Nivel 0. Se opera con objetos intensivos de primer grado de
generalidad, usando lenguajes natural, numérico, icénico,
gestual.

— Nivel 1. Se usan objetos intensivos de segundo grado de
generalidad, propiedades de la estructura algebraica de N
y la igualdad como equivalencia.

— Nivel 2. Se usan representaciones simbdlico - literales para
referir a los objetos intensivos reconocidos, los cuales estan
ligados a la informacién espacial y contextual; se resuelven
ecuaciones de la forma Ax + B =C (A, B, CK R). En tareas

funcionales se reconoce la generalidad, pero no se opera con
las variables para obtener formas candnicas de expresion.

— Nivel 3. Los simbolos se usan de manera analitica, sin refe-
rir a la informacién contextual. Se realizan operaciones con
indeterminadas o variables; se resuelven ecuaciones de la
forma Ax + B=Cx +D (A, B,C,D¢€R).

Puesto que los niimeros naturales son entidades abstractas que
emergen de colecciones de objetos perceptibles y de las acciones
que se realizan con ellos, es necesario atribuirles un primer grado
de intensién. Asi, en el nivel 0 de RAE no se puede decir que no
intervengan objetos intensivos, sino que a tales objetos corresponde
un primer grado de intensién. Por ello, la atribucién de un caracter
algebraico a una practica matematica supone la intervencién de
intensivos de al menos un segundo grado (clases de intensivos de
grado 1). Los niveles 1 y 2 se consideran como proto-algebraicos
para distinguirlos del nivel 3, cuyos rasgos indican una actividad
algebraica consolidada.

Aunque la intencién inicial del modelo de los niveles de al-
gebrizacion propuesto por Godino et al. (2014) es la descripciéon
del tipo de razonamiento algebraico que se pone en juego en la
resolucién de tareas matematicas especificas desde el punto de
vista epistémico, es posible aplicar dicho modelo para analizar
el caracter de la actividad matemaética de estudiantes cuando re-
suelven problemas, en particular aquellos que involucran el razo-
namiento proporcional o probabilistico. En Burgos ef al. (2022) se
aplica el modelo de RAE para mostrar la progresion de la actividad
matematica desde los niveles aritméticos y proto-algebraicos, a los
niveles mas elevados de formalizacién en el estudio de la proba-
bilidad en su significado clasico. En nuestro trabajo, el modelo se
aplica, en primer lugar, a las practicas expertas, con la intenciéon
de mostrar la potencial complejidad ontosemiédtica implicada y,
en segundo lugar, a las practicas de maestros en formacién, para
analizar el grado de generalidad y formalizacién mostrado.

3. Método
3.1. Enfoque metodologico

La presente investigacion tiene un caracter cualitativo ya que
pretende indagar sobre el conocimiento que poseen maestros en
formacién en tareas de probabilidad. Para analizar la actividad
matematica desarrollada por los participantes en la resolucién de
la tarea aplicamos el andlisis ontosemiético (Godino, 2002; Godino
et al., 2022) que consiste en:

1. Descomposicion de la actividad en unidades de analisis,
formadas por las practicas operativas o discursivas elemen-
tales, en las que se puede identificar una funcién o papel
en la actividad que se analiza.

2. Identificacién de la intencionalidad de las practicas elemen-
tales.

3. Reconocimiento de los objetos y procesos asociados a las
practicas elementales.

3.2. Contexto de la investigacion, participantes y recogida de
datos

En esta experiencia han participado un grupo de 63 maestros en
formacién (MF en lo que sigue) durante el curso académico 2021-
2022. Para la recopilacién de datos se emple una tarea incluida
en la prueba de evaluacién de una asignatura de primer semestre
centrada en los contenidos matemaéticos de Educacién Primaria.
Al finalizar el curso, los MF deben conocer y relacionar los prin-
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cipales conceptos, estructuras y procedimientos que conforman
los temas de las matematicas escolares (en particular, estudiaron
proporcionalidad y probabilidad), enunciar, formular y resolver
problemas matematicos mediante diferentes estrategias en diversas
situaciones y contextos, y utilizar modelos graficos y simbdlicos
para expresar relaciones, propiedades y operaciones matematicas.

3.3. Instrumento de recogida de datos y andlisis a priori

En este apartado se presenta el analisis de la tarea de evalua-
cién, que servira de referencia para interpretar las respuestas dadas
por los participantes. Se trata de un problema en el que la composi-
cién de una urna debe obtenerse de forma que la probabilidad de
éxito sea la misma que en otra urna en la que la razén entre casos
favorables y desfavorables es conocida.

Enunciado: Disponemos de dos cajas, la caja A y la caja B, que con-
tienen, ambas, bolas blancas y bolas negras. En la caja A por cada bola
blanca hay tres bolas negras. En la caja B hay 20 bolas (entre negras y
blancas). ;Cudntas bolas hay de cada color en la caja B si es igual de
probable sacar una bola blanca que en la caja A? Explica tu respuesta.

A continuacién, se muestran estrategias de solucién asociadas
a los diferentes niveles de RAE.

Solucion 1. Aritmética (nivel 0 RAE)

Enla caja A, por cada bola blanca hay tres negras, de manera que,
si hubiese 4 bolas, una seria blanca. Puesto que la probabilidad es el
cociente entre el nimero de casos favorables (bolas blancas) y el de
casos posibles (bolas totales), para que sea igual de probable sacar
bola blanca en la caja B que en la caja A, se debe mantener la razén
entre bolas blancas y bolas totales. Dado que hay 20 bolas en total en
la caja B, se pueden formar 5 grupos de 4 bolas, pues . En cada uno de
estos grupos, debe haber 1 bola blanca y 3 bolas negras. Como son 5
grupos, esto supone un total de 5 ( bolas blancas en la caja B. El resto,
15=20-5, seran bolas negras.

En esta solucién (semejante a la de “divisién por la razén” en
Ben-Chaim ef al., 2012) intervienen valores numéricos particulares
y se aplican operaciones aritméticas sobre dichos valores. La igual-
dad tiene significado de resultado de una operacién. Por tanto,
segtin Godino et al. (2014), la actividad matematica realizada se
considera de nivel 0 de RAE. En esta estrategia, el resolutor reco-
noce la razén dada y establece la relacion multiplicativa que existe
entre casos favorables y desfavorables. Debe comprender que la
razén “por cada bola blanca hay tres bolas negras” describe una
situacién en la que, en el caso particular en que dicha caja tuviera
4 bolas, una de ellas seria blanca y las otras tres serfan negras.
Ademas, debe asumir que esta relacion se mantiene tanto para la
cantidad total de bolas en la caja B como para cada grupo dentro
de esta. Asi, determina cudntos grupos hay en el total, llegando
a la conclusién de que éstos son 5 (20:4). Dado que cada grupo
mantiene la razén 1:3, el total es de 5 bolas blancas (5 grupos con
una bola blanca cada uno). El resto seran bolas negras.

Solucion 2. Parte-todo (nivel 1 RAE)

Para que sea igual de probable sacar una bola blanca en la caja
B que en la caja A se debe mantener la razén de bolas blancas (casos
favorables) respecto del total de bolas (casos posibles). Dado que esta
razoén es de una bola blanca por cada cuatro bolas, y en la caja B hay 20
bolas, el niimero de bolas blancas en la caja B es . El resto de las bolas
en la caja B, esto es, 2 serdn negras.

La actividad matematica en esta solucion (semejante a la de
“parte-todo” en Ben-Chaim et al., 2012) se considera de nivel 1
RAE: se declara una relacion general, a saber, la razén de entre los
casos favorables y posibles que se enuncia con lenguaje natural;
intervienen niimeros racionales (intensivos de segundo grado);
por medio del significado como operador de la fraccién; se aplican
operaciones aritméticas sobre dichos valores.

Solucion 3. Valor faltante (nivel 2 RAE)

Se desconoce el niimero de bolas blancas y negras que hay en la
caja A, pero dado que por cada bola blanca hay tres negras, la razén
entre los casos favorables y posibles en A es de 1 a 4. Puesto que los
sucesos elementales son equiprobables, es posible aplicar la regla de
Laplace. De esta manera, la igualdad de probabilidad entre ambas cajas
establece la proporcion:

Casos favorables en A Casos favorables en B

Casos favorables en A Casos posibles en B

donde son conocidos la razén de casos favorables y posibles en Ay el
numero exacto de casos posibles en B, y se desconoce el nimero, de
casos favorables en B. Por tanto, esta proporcion se expresa como. En
una proporcion, como equivalencia de fracciones, el producto de los
extremos es igual al producto de medios. Asi, x = (1x20)4 = 5. Es decir,
en la caja B hay 5 bolas blancas y el resto, son negras.

La solucién de un problema de valor faltante, basada en el uso
de las razones y proporciones, involucra una incégnita y el plan-
teamiento de una ecuacién. La actividad que se realiza es de nivel
2 RAE, segtin el modelo de Godino et al. (2014), ya que la incégnita
aparece despejada en un miembro de la ecuacién que se establece
mediante la proporcién. Con esta estrategia, es preciso identificar
las cantidades involucradas y reconocer la relacién de proporcio-
nalidad directa entre las magnitudes: ntimero de casos favorables
y nimero de casos posibles. Se debe explicitar la igualdad de razo-
nes de cantidades que se corresponden y la igualdad de productos
cruzados en una proporcion para despejar el valor desconocido.

Solucion 4. Formal/algebraica (nivel 3 de RAE)

Para que sea igual de probable sacar una bola blanca en la caja B
que en la caja A se debe mantener la razén entre bolas blancas (casos
favorables) y bolas negras (casos desfavorables): Por tanto, esta pro-
porcién queda , siendo el niimero de bolas blancas en B, e el niimero
de bolas negras en B. Ademas, como hay 20 casos posibles en B, luego
la proporcién anterior se escribe de manera equivalente como, En una
proporcién, el producto de los extremos es igual al producto de me-
dios, luego Finalmente, Es decir, en la caja B hay 5 bolas blancas y el
resto, son negras.

En la solucién previa, se emplea el lenguaje simbolico-literal,
se utiliza una técnica de sustitucién y se opera de manera anali-
tica/sintactica para transformar la ecuaciéon proporcional en una
ecuacion en la que la incégnita aparece en ambos términos de ésta.
Se trata de una actividad propiamente algebraica, nivel 3 de RAE
segin Godino et al. (2014).

3.4. Categorizacion

Aplicamos el analisis ontosemiético de contenido (Godino,
2002) para examinar las respuestas de los MF a la tarea de evalua-
cién. Este analisis nos permite, por un lado, clasificar las estrategias
seguidas por los MF segtn el nivel de RAE, es decir, conforme

Volumen 53 niimero 2, abril-junio, 2024 / pags. 199-207



Maria Burgos Navarro, Maria del Mar Lépez-Martin, Nicolds Tizén-Escamilla, Carmen Gloria Aguayo-Arriagada 203

a la naturaleza algebraica de los objetos y procesos implicados
(de manera similar a como se ha mostrado en la Seccién 3.3 para
soluciones expertas). Por otro lado, nos posibilita categorizar sus
soluciones en funcién del grado de correccién (si obtiene la compo-
sicién de manera correcta o no, si justifica o no y cémo de adecuada
es su explicacién cuando lo hace).

En el proceso de determinacién de estas categorias, parte del
equipo investigador analiz6 de manera independiente las respues-
tas de los participantes. Después contrastaron las categorias obte-
nidas y, en caso de discrepancias, se revisaron de manera conjunta
las producciones que generaban dudas.

Se encontraron las siguientes categorias de respuestas:

— Determina incorrectamente el niimero de bolas blancas y negras.
En este caso, asumieron que el nimero de bolas blancas en
la caja A es 4, o interpretaron la razén 1:3 como la probabi-
lidad de obtener bola blanca en la caja A (lo que los llevaba
a “redondear” y considerar 6 bolas blancas y 14 negras en
la caja B).

— Determina correctamente el niimero de bolas blancas y negras,
pero no lo justifica (CNJ) o lo hace de manera no adecuada. En
las respuestas de los MF que justifican el procedimiento
seguido para obtener la composicién de la caja B, pero no
lo hacen de forma adecuada, se distinguen:

— Los que justifican de manera incorrecta la solucién (CJI).
En este caso siguieron una explicacién de tipo proce-
dimental (por ejemplo, MF56 indicé “si multiplicamos
5x3 y le sumamos 5 salen 20”), un argumento por com-
probacién a posteriori de la igualdad de probabilidad
(“porque en las dos cajas la probabilidad es la misma
”,MF44 ), o consideraron imprescindible que en ambas
cajas hubiera el mismo ntimero de bolas (por ejemplo,
MF20 indic6 “que sea igual de probable sacar una bola
blanca en ambas cajas, significa que ambas cajas tienen
las mismas bolas, es decir, 20 bolas”).

— Los que justifican de forma parcialmente correcta (con al-
gun error o de forma incompleta) la solucién (CJP). En
esta categoria, los MF si bien se basan en la definicién
de probabilidad o la idea de razén, no argumentan ade-
cuadamente cudl es la relacion entre la distribucién de
bolas de un tipo u otro y que la probabilidad de sacar
bola blanca en ambas cajas sea la misma. Por ejemplo,
MF58 indica “La probabilidad de sacar bola blanca en
Bes de 1/4, luego la cantidad de bolas blancas debe ser
1/4 de 20”.

— Determina y justifica correctamente el niimero de bolas blan-
cas y negras (CJC), conectando explicitamente la relacion
de proporcionalidad entre los casos favorables y des-
favorables (o favorables y posibles) y la igualdad de
probabilidad de éxito en las cajas. Por ejemplo, MF7
justifica su soluciéon como sigue: “Si hay la misma pro-
babilidad en la caja A que en la B de sacar una bola
blanca, debe mantenerse la proporcién de que por cada
bola blanca hay 3 negras”.

4. Resultados

En esta seccidn, se presentan los resultados obtenidos por los
MF en la resolucién del problema. Se analiza: a) el grado de éxito
en su solucién y justificacién, en particular, el reconocimiento del
caracter proporcional de la comparacién de probabilidades (Bryant
y Nunes, 2012) y el uso de argumentos probabilisticos para validar
su respuesta (Sanchez y Valdez, 2017), b) el nivel de RAE implicado
y ¢) cémo se relaciona con el grado de pertinencia de la respuesta.

De los 63 MF que participaron en la experiencia, cuatro no
resolvieron el problema y, por tanto, no se han tenido en cuenta en
el andlisis. La Tabla 1 muestra la frecuencia de respuestas en cada
una de las categorias encontradas segtin aparecen en la Secciéon
3.4. Si bien la mayoria de los participantes identificaron correcta-
mente la composicién de bolas de la caja B, tuvieron dificultades
para justificar adecuadamente la validez de su procedimiento. De
manera especifica, de los 55 MF que resolvieron correctamente el
problema, siete no ofrecieron ninguna justificacion, es decir, no
habia ningtin discurso que acompafiara a las operaciones que les
condujeron a la solucién. Aquellos que si justificaron su solucién,
pero lo hicieron de manera incorrecta, usaron una descripcioén de
las operaciones seguidas o consideraron imprescindible que en
ambas cajas hubiera el mismo ndmero de bolas.

Tabla 1.
Categorias segiin grado de pertinencia y frecuencia (n=59). Elabora-
cion propia.

Fr. (%)
4(6,78)
7 (11,86)

Categorias
Incorrecta

CNJ. Determina correctamente
el nimero de bolas blancas y
negras, pero no justifica

CJI. Obtiene correctamente
el namero de bolas blancas
y negras, pero justifica
incorrectamente

16 (27,12)

CJP. Determina correctamente
el niimero de bolas blancas

y negras, pero lo justifica de
manera parcialmente correcta

24 (40,68)

CJC. Determina y justifica 8 (13,56)
adecuadamente el nimero de

bolas blancas y negras

Las justificaciones parcialmente correctas, no relacionaron ade-
cuadamente la distribucién de bolas de un tipo u otro y que la
probabilidad de sacar bola blanca en ambas cajas sea la misma.
Esto es, no conectaron completamente los elementos del razona-
miento probabilistico implicado: el espacio muestral, la relacién
de proporcionalidad y la igualdad de probabilidades (Bryant y
Nunes, 2012; Sanchez y Valdez, 2017).

En la Tabla 2 se resumen los distintos tipos de estrategias de
resolucién segun los niveles de RAE empleados por los MF que
resolvieron correctamente el problema.

Tabla 2.
Tipos de estrategia correcta y frecuencia (Fr) segiin niveles de RAE
(n=55). Elaboracién propia.

RAE Tipo de estrategia Fr. (%)
Reparto aditivo/diagramatico/ 18 (32,73)

Nivel 0 iconico.
Divisién por la razén. 12 (21,82)
Relacién de proporcionalidad entre o 4 (7,27)
dentro de las magnitudes.

Nivel 1
Fraccién (casos favorables/posibles) 13 (23,64)
como operador.

Nivel 2 Ecuacién proporcional (casos 8 (13,56)

favorables/posibles).
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Se observa que mas de la mitad de las soluciones corresponden a
practicas matematicas de caracter aritmético (nivel 0 de RAE; ver
Figuras 1y 2) y no hubo estrategias de resolucién propiamente
algebraicas (nivel 3 de RAE). Ademas, destaca el hecho de que casi
un tercio de las respuestas se clasificaron en el nivel 1 de RAE. La
mayoria de estas respuestas utilizaron estrategias basadas en el
concepto de fraccién como operador (ver Figura 3), siendo escaso
el uso de la razoén, caracteristico del nivel proto-algebraico (Figura
5) en tareas que involucran razonamiento proporcional (Burgos y
Godino, 2020).

En la Tabla 3, se relaciona el nivel de razonamiento algebraico
y la pertinencia en la justificaciéon de las soluciones dadas. En las
soluciones de reparto aditivo, las mas frecuentes, los MF distribu-
yen 4 bolas asignandoles el color blanco a una de ellas y el color
negro a las otras tres, repitiendo este proceso hasta completar las
20 bolas de la caja B. Ademas del soporte icénico, los MF realizan
el reparto de manera aditiva (1+3, 1+3, ...), asignandoles letras (B
a cada bola blanca, N a cada bola negra), o bien completando la
distribucién en una tabla con tres filas, una para el niimero de bolas
blancas, otra para el namero de bolas negras y una tercera para el
nimero de bolas totales “acumuladas” en la asignacién (véase la
Figura 1). La tabla en este caso aparece inicamente como medio
de recuento y no muestra ningtin aspecto funcional, por lo que no
hay rasgos proto-algebraicos en su uso.

Tabla 3.
Pertinencia en la justificacion segiin niveles de RAE (n=>55).
Elaboracién propia.

Justificacion
RAE CNJ qJ1 qJpP qJC Total
Nivel 0 5 11 12 2 30
Nivel 1 0 10 2 17
Nivel 2 0 0 4 4 8
Total 5 16 26 8 55

En algunos casos, los MF obtuvieron la composicion de la caja
B por reparto icénico o por medio del registro tabular sin justificar
cOémo, y a posteriori comprobaron que, con la composicién obteni-
da, se logra la misma probabilidad (o “posibilidad”, como indica
MF54, Figura 1), aun no habiéndola determinado previamente, por
lo que la justificacién no se consideré correcta.
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Figura 1. Solucién aditiva (nivel 0 RAE) con apoyo tabular (MF54).
Justificacion por comprobacion a posteriori de la probabilidad.

Las soluciones que recurren a la division por la razén son simi-
lares a la desarrollada por MF12 en la Figura 2 y muestran cierta
similitud con la Solucién 1 del analisis previo.
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Figura 2. Solucién divisién por la razén (nivel 0 RAE)
y justificacién parcial (MF12).

Los MF justificaron la validez del procedimiento en 25 de las
30 soluciones de tipo aritmético. En particular, once de esas solu-
ciones (CJI) se basaron tinicamente en la idea de “repetibilidad”
de los grupos de 4 en un total de 20 bolas (“En la caja B aplicamos
el mismo patrén que en la caja A, pero con las 20 bolas”, MF50),
sin mencionar explicitamente la probabilidad o la idea de razén.
En los demas casos, se establece la relacién entre la probabilidad
y la razén (“la misma probabilidad implica que se mantiene la ra-
z6n 1/3 que se mantiene en cada uno de los 5 grupos de 4 bolas”,
MF46), aunque solo en tres casos se determina explicitamente la
probabilidad de éxito.

En cuanto a las soluciones de nivel proto-algebraico, predomi-
nan principalmente estrategias parte-todo préximas a la ejempli-
ficada en la Solucién 2 del analisis a priori. Sin embargo, los MF
no argumentan de forma completa (categoria CJP) por qué si la
probabilidad de sacar una bola blanca en B es de , el niumero de
bolas blancas se determina calculando de las 20 bolas, es decir,
no vinculan la probabilidad y la razén de reparto en este célculo.
En tres de las soluciones de este tipo, los MF expresan de manera
general y simbdlica la probabilidad en término de las cantidades
indeterminadas de bolas blancas y negras de la caja A (Figura 3).
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Figura 3. Solucién parte-todo (nivel 1 de RAE)
y justificacién incompleta (MF57).

Como se observa en la Figura 3, MF57 reconoce el caracter inde-
terminado del namero de bolas blancas, b, en la caja A y determina
a partir de la razén “por cada bola blanca hay tres bolas negras”, la
relacion entre este y el niimero de bolas negras, 3b, en dicha caja.
Expresa la probabilidad en términos de estas cantidades y opera
de manera sintactica con ellas para reducirla al valor .

Volumen 53 niimero 2, abril-junio, 2024 / pags. 199-207



Maria Burgos Navarro, Maria del Mar Lépez-Martin, Nicolds Tizén-Escamilla, Carmen Gloria Aguayo-Arriagada 205

Este tratamiento sintdctico-analitico indica rasgos de razona-
miento algebraico superior. Sin embargo, una vez obtenida esta
probabilidad se aplica el significado de operador de la fraccion
para determinar el nimero de bolas blancas en B.

La relacion de proporcionalidad entre el namero de bolas blan-
cas y el nimero de bolas negras (o totales) se hace explicita en otras
soluciones, como la desarrollada por MF7 (Figura 4), en las que el
uso de la tabla permite identificar la propiedad escalar (mediante
flechas y el factor por el que se multiplica) de las magnitudes pro-
porcionales. También introduce cierta generalidad, pues admite la
posibilidad de prolongar la secuencia de ntimeros proporcionales,
emergiendo un intensivo de segundo grado. Se considera que esta
actividad es propia de un nivel 1 de RAE.
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Figura 4. Solucién en base a la relacién de proporcionalidad dentro de
las magnitudes (nivel 1 de RAE) elaborada por MF7.
Justificacion pertinente.

En otros casos, los MF reconocen la relacién de proporcionali-
dad entre las magnitudes ntimero de bolas totales (respectivamen-
te, blancas, negras) de ambas cajas, identificando el factor 5 como
constante de proporcionalidad y aplicandolo para determinar la
composicién de la caja B. Por ejemplo, MF5 indica “Supongamos
que en la caja A hay tinicamente 4 bolas. Si en la caja B hay 20, eso
quiere decir que hay 5 veces mas bolas que en la caja A”. También
se observa por medio de la equivalencia entre las razones (1:3 equi-
vale a 5:15), como indica MF40: “Hay 20 bolas y la razén tiene que
ser 1:3 por lo que habra 5 blancas y 15 negras 1(x5): 3(x5) =5:15".
En este caso, la actividad se considera también de nivel 1 (relacién
de equivalencia entre razones).

Finalmente, ocho MF proponen soluciones similares a la Solu-
cién 3 del analisis a priori, en las que se pone en juego una estra-
tegia de valor faltante (nivel 2 de RAE) planteando una ecuacién
proporcional que relaciona las probabilidades de éxito de cada
urna (Figura 5).
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Figura 5. Solucién de MF41. Nivel 2 de RAE.

Aquellos MF que elaboraron una solucién correcta en este
nivel de RAE, la justificaron en su mayoria de manera (parcial
o totalmente) adecuada. En la solucién dada por MF41 (Figura

5) se observa que identifica la posibilidad de aplicar la regla de
Laplace (equiprobabilidad de sucesos elementales) y que establece
la proporcién dada por la igualdad de la probabilidad en ambas
cajas, siendo la incégnita en esta ecuacion proporcional el niimero
de bolas blancas (si bien luego emplea el mismo simbolo literal
para referirse al namero de bolas negras). En todas sus propues-
tas, mencionan la equivalencia entre razones o que se trata de un
problema de proporcionalidad. Por ejemplo, MF38 indica “Si en
la caja B hay 20 bolas y es igual de probable sacar una bola blanca
que en la A, esto quiere decir que son proporcionales:

Finalmente, hemos realizado un test Chi-cuadrado con el ob-
jetivo de determinar si existe una asociacién significativa entre las
variables nivel de RAE y pertinencia en la justificacién, o si, por el
contrario, estas variables son independientes entre si. En esencia,
el test Chi-cuadrado se emplea para examinar si las frecuencias
observadas en la tabla de contingencia (Tabla 3) difieren de manera
significativa de las frecuencias que se esperarian en ausencia de
relacién, lo que revelaria una independencia entre las variables
estudiadas. Dado que se obtiene un estadistico Chi-cuadrado de
16,1988 y un p-valor asociado de 0,01273, es posible concluir que
existe una relacién significativa entre el grado de pertinencia y los
niveles de RAE. Este hallazgo respalda la idea de que el grado de
pertinencia puede influir en el nivel de razonamiento algebraico
y viceversa.

5. Discusion

En este trabajo se han analizado las soluciones de maestros en
formacién a una tarea que persigue determinar la composicién de
una urna de tal forma que la probabilidad de éxito sea la misma
que en otra donde se conoce la razén de casos favorables a casos
desfavorables. El andlisis nos ha permitido identificar, los tipos de
estrategia empleadas (vinculadas al razonamiento proporcional)
y los aspectos del razonamiento algebraico y probabilistico que
implican.

Aunque la tarea es sustancialmente distinta de las propuestas
en investigaciones previas para evaluar el conocimiento de estu-
diantes o docentes en formacién, los resultados muestran como
en el caso de Hernandez-Solis et al. (2021b) con estudiantes, una
buena comprensién de la idea de espacio muestral y facilidad para
determinarlo en condiciones de equiprobabilidad. En general, los
MF determinaron con éxito la composicion de la caja B, si bien un
10% de ellos consideraron que la igualdad de la probabilidad sélo
se garantiza con la igualdad en la composicion y solo el 13,56% pro-
porciond una justificacién en la que se vinculara de manera clara
la probabilidad y la razén de reparto entre las cantidades de bolas
blancas (casos favorables) y bolas negras (casos desfavorables) para
respaldar su estrategia. La dificultad para argumentar en situacio-
nes de probabilidad ha sido encontrada también en investigaciones
previas (Ortiz y Mohamed, 2014; Vasquez y Alsina, 2017).

En nuestro andlisis hemos podido observar que predominan
las practicas matematicas de caracter aritmético y proto-alge-
braicas incipientes. Asi, la técnica mds frecuente es la de repar-
to aditivo con apoyo icénico o diagramatico (nivel 0 de RAE).
Al respecto, investigaciones previas como las de Begolli et al.
(2021) o Bryant y Nunes (2012), muestran que tanto nifios como
adultos no suelen tener en cuenta las proporciones cuando se
les pide que resuelvan problemas de probabilidad. No obstante,
y aunque en menor medida de lo que esperdbamos, también se
observa el empleo de estrategias de nivel 1 de RAE, que revelan
caracteristicas propias del razonamiento proporcional, tales como
la divisién por la razén o el uso como operador de la fracciéon
de casos favorables frente a los posibles. Sorprendentemente, la
resolucion por medio de regla de tres es minoritaria, siendo este
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el procedimiento preferido en problemas de valor faltante o de
repartos en el contexto aritmético de la proporcionalidad (Burgos
y Godino, 2022; Burgos ef al., 2018).

El analisis de las soluciones (respaldado por la prueba Chi-cua-
drado) muestra, como pensabamos, que a medida que se evidencia
un caracter mds algebraico, aumenta la pertinencia en la justifica-
cién, lo que por otro lado se relaciona con un mayor razonamiento
probabilistico. En concreto el 46,67% de las de nivel 0, el 70,59%
de las de nivel 1 y todas las de nivel 2, se basan en la definicién de
probabilidad y la idea de razén, mostrando rasgos de un adecuado
razonamiento probabilistico, a saber, la comprensién del espacio
muestral (es decir, la exploracién de las posibilidades de los resul-
tados de un experimento aleatorio) y la naturaleza proporcional de
la determinacién, cuantificacién y comparacién de probabilidades
(Bryant y Nunes, 2012).

Con relacién a la dificultad para justificar la solucién, autores
como Buforn ef al. (2018) o Riley (2010) consideran que la falta de
comprension sélida del razonamiento proporcional motiva que los
profesores recurran a explicaciones procedimentales en situaciones
que implican la relacién de proporcionalidad. Para impulsar en los
futuros profesores los conocimientos conceptuales, proposiciona-
les y argumentativos del razonamiento proporcional (Buforn et
al., 2018), puede ser conveniente ampliar los contextos de estudio
desde el aritmético al geométrico, funcional o probabilistico. Dado
que el contexto influye de manera determinante en las estrategias
empleadas por los estudiantes (Supply et al., 2023) y el contexto
probabilistico introduce una forma de pensar diferente a otras ra-
mas de las matematicas (Borovnick y Kapadia, 2014), discutir sobre
la validez de las estrategias en este contexto podria permitir avan-
zar en el desarrollo del razonamiento proporcional. Al respecto,
Supply et al. (2023) advierten que la presencia de incertidumbre,
el caracter intangible de la probabilidad (cantidad intensiva) y
la similitud fisica entre los espacios de medida, dificultan, pero
también enriquecen el razonamiento proporcional en el trabajo
probabilistico.

Aungque los resultados de este trabajo estan sujetos a las ca-
racteristicas especificas de la muestra (no aleatoria), nos llevan a
considerar necesario reforzar la formacion del profesorado para
abordar idéneamente tareas de proporcionalidad en el contex-
to probabilistico. Especificamente seria conveniente vincular el
aspecto procedimental (razén como divisién de dos cantidades,
operador, ecuacién proporcional) y los significados de la razén no
directamente vinculados a procedimientos (en particular, la razén
como indice comparativo), cuando se resuelven y argumentan pro-
blemas que implican razonamiento proporcional en probabilidad.
Por otro lado, el profesor debe conocer diferentes formas de resol-
ver las tareas que proponen a sus estudiantes, pero también poder
identificar el tipo de representaciones utilizadas, los procesos de
generalizacién implicados y el cdlculo analitico involucrado en
la actividad matematica correspondiente. El analisis del razona-
miento proporcional y probabilistico mediante niveles algebraicos
que hemos mostrado puede ser empleado por los maestros en
formacion para realizar un estudio microscépico de la actividad
matematica, tanto desde el punto de vista epistémico como cogni-
tivo que favorezca una adecuada enseianza y aprendizaje de estos
contenidos (Burgos y Godino, 2022). Esto constituye nuestra linea
de investigacién inmediata.
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