Los numberos primos. Teoremes y conxetures

ai delles selmanes tuvi ordenando una
H riestra de carpetes nes que guardo ar-

ticulos estremaos de fisica y matema-
tica. Yeren articulos que salieron d'internet y
qu'imprimiera pa lleelos (o non) con calma. Ente
ellos taben les notes d'una conferencia que dio
en 2007 Terence Tao, Medalla Fields en 2006,
Premiu Princesa d'Asturies de les Ciencies 2020
y Un de los matematicos actuales mas destacaos.
El titulu de la ponencia ye «Estructura y aleato-
riedd nos numberos primos». Anque les notes
son bastante esquematiques, paeciéronme un
bon resume de lo que sabemos al rodiu de los
nimberos primos y tamién de les sos aplicacio-
nes. El tema de los numberos primos siempre
me llamé muncho I'atencién y rapido quixi sa-
ber coémo d'actuales yeren los resultaos que Tao
presentaba. Dempués d'una busca n'internet,
I'ayuda del ChatGPT y la llectura d'unos po-
cos llibros, llegué a tener una idea de cudl yera
I'estau anguano, en 2025, de los nuesos conoci-
mientos al rodiu de los nimberos primos y deci-
dime a escribir (a lo primero pa ordenar les mios
idees) un resume d'ellos.

Cachu d’una carta de Goldbach a Euler del 1742.

W

Por Francisco Arglieso Gdmez

Caderalgu xubilau del Area de Matematica Aplicada
Departamentu de Matematiques

Universidd d’Uviéu
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/ Los nimberos primos. Teoremes y conxetures

Tenté d'escribir dalgo pa un publicu bas-
tante xeneral pero interesdu nestes cuestiones
y facer el mio resume lo mds accesible posible,
centrdau na definicién basica del nimberu primu
y dos teoremes fundamentales (in d'ellos prue-
ba qu'hai primos infinitos). Na segunda seicion,
falo de cdmo buscar nimberos primos, comen-
tando la criba clasica d'Eratostenes. Na tercera,
presento los primos de Mersenne, los numbe-
ros perfeutos y los primos ximielgos. Esto pue
vese como la esposicion d'una serie de cosa-
dielles agradables al rodiu de los nimberos pri-
mos, pero los primos de Mersenne permitenos
algamar numberos primos mui grandes, mui
utiles en criptografia. La cuarta seicién encara'l
problema, entd nun resueltu, na distribucion
de los primos.

¢Esiste dalguna féormula que nos diga cuéan-
tos namberos primos hai menores qu'un deter-
mindu x? La seicién quinta trata la conxetura de
Goldbach, un problema mui cenciellu de plan-
tegar, pero mui dificil d'iguar. Pa terminar, la
ultima seicion trata la utilida de los numberos
primos, que, sorprendentemente resulten esen-
ciales pa la seguirida de les nueses comunicacio-
nes y tresferencies per internet.

Camiento que l'estudiu de los nimberos pri-
mos ye enforma llamaderu y tien la ventaya de
que los teoremes y conxetures rellacionaes con
ellos tienen munches veces un enuncidu mui
simple, anque les demostraciones seyan d'una
dificultd maxima.

DEFINICIONES BASIQUES.
¢PRIMOS INFINITOS?
¢Qué ye un nimberu primu? La definicién ye
mui simple:

Un ndmberu primu ye un nimberu natural
mayor que 1 que namas se pue dividir ente él
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€l nimberu 12 ye perafayadizu porque
puedividisepor 1,2, 3,4, 6, 12, lo que fai
que tovia usemos la docena de glievos,
que podemos repartir ente dos, tres,
cuatro o seis persones, dando a caun el
mesmu numberu

mesmu y la unida.
Exemplos: 2, 3,5,7,11,13/17,19,23,............ 91

El ser humanu tenté de repartir conxuntos
d'oxetos en grupos iguales dende tiempos inme-
moriales. Hai grupos que se dexen repartir mui
bien, al ser el nUmberu d'oxetos in con munchos
divisores. Asina, 12, ye un nimberu perafayadi-
zu porque pue dividise por 1, 2, 3, 4, 6, 12, lo
que fai que tovia usemos la docena de glievos,
que podemos repartir ente dos, tres, cuatro o
seis persones, dando a caun el mesmu nimberu.
Los nimberos 60 o 90 tamién son afayadizos,
con munchos divisores, y por eso s'usen, ente
otres razones, al midir el tiempu o los angulos.
Los nimberos primos son tolo contrario: como
viemos na definicién, nun se puen dividir. Si te-
nemos 11 glievos y queremos repartilos de for-
ma equitativa, o queda una persona con toos,
o buscamos 11 persones. Toi casi convenciu de
que la mala fama del 13 tien dalgo que ver con
que seya primu. Sicasi, los primos tienen una
propieda bien guapa, qu'amuesa’l teorema que
vien darréu.

TEOREMA FUNDAMENTAL DE L'ARITMETICA
Tou numberu natural mayor que 1 pue espre-
sase de manera unica (sacante reordenacion)
como productu de numberos primos
Por exemplu:

36=3%3%2x%2

Si lo ponemos como productu de divisores
posibles, la espresiéon nun ye Unica:

36=6*6=4%3+3=2%6*3=..

Si tenemos un numberu espresdu como
productu de divisores y estos nun son primos,
siempre podemos dir descomponiendo estos
factores nos sos divisores hasta llegar, nun nim-
beru finitu de pasos, a los factores primos. La
espresion ye Unica porque si hubiese un primu,
g, qu'apaez nuna primer descomposicion y
non n'otra, la primera sedria divisible por g, y
la segunda non —al ser los sos factores primos
distintos a g— esto ye imposible dao que les
dos espresiones son iguales al mesmu nimberu.
Amas, 1 tien de dexase fuera como primu por-
que sindén, tendriemos

45=3«3*5*1=3*3x5x%1x17=_,
formes non Uniques.

Esti resultdau al rodiu de los primos apaez ya
nos Elementos d’'Euclides (Proposicién 14 del
Llibru 9); ye dicir, conociase a lo menos hacia
I'afiu 300 a.C.

Esti teorema ye de gran importancia porque
amuesa que los primos son como los atomos
del sistema de nimberos naturales: combinan-
dolos xeneramos tolos ndmberos. El nimberu
d'atomos distintos en Quimica ye finitu, los que

carautericen cada elementu quimicu. La entru-
ga obvia ye: ¢hai un nimberu finitu o infinitu
de primos?

TEOREMA D'EUCLIDES
Hai infinitos nimberos primos
La prueba ye cenciella. Procédese por reduccion
al absurdu: imaxinemos qu'hai un nimberu fi-
nitu de primos, entés habria un primu maximu,
I'enésimu primu p, .

Construyamos el nimberu

p=pl *p2«p3* ... *pn+ 1

Esti nimberu, 1, mas el productu de tolos
primos anteriores a p_y el propiu p_, nun ye di-
visible por nengun d'estos primos —si lu dividi-
mos queda de restu 1—y polo tanto ye primu y
claramente mayor que p . Asina que lleguemos
a una contradiccion. Nun pue haber un num-
beru finitu de primos. Esti resultau ye la Proposi-
cion 20 del Llibru 9 de los Elementos y la prueba
d'Euclides ye asemeyada a la qu'escribi, magar
él utilizo un llinguaxe mas xeométricu.

Esto llévanos a la siguiente cuestion: scomo
se busquen nimberos primos?, ;como se cons-
truyen nimberos primos mui grandes? Na sei-
cion dedicada a les aplicaciones de los primos
vamos ver que buscar nimberos primos mui
grandes ye importante n'aplicaciones estremaes,
sobre manera na criptografia, desarrollandose
claves imposibles de romper al traviés del usu
de nimberos primos escomanaos o'l so produc-
tu. Asina qu'agora vamos ver como buscalos
ya igualos.

(2025) Ciencies 15 /¢/



/ Los nimberos primos. Teoremes y conxetures
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LA CRIBA D'ERATOSTENES

¢Coémo buscamos numberos primos? Lo prime-
ro que se nos ocurre sedria ver si un numberu
determindu, por exemplu 49, ye primu. Pa ello
vamos dividilu por tolos sos primos iguales o
menores que la so raiz cuadrada —si'l nimberu
ye divisible por un nimberu primu mayor que la
so raiz cuadrada, tamién sedria divisible por un
primu menor— asina 49 nun ye divisible por 2,
nin por 3, nin por 5, pero si por 7, polo tanto nun
ye primu. Faciendo lo mesmo con 53 vamos com-
probar que si ye primu. Sicasi, construir una llista
de primos d'esta manera, probando nimberu a
numberu ye mui llargo ya ineficiente. Nicémaco
de Gerasa (60-120 d.C.), un matemaéticu griegu,
espubliz6 un métodu muncho meyor nes sos Lec-
ciones d'Aritmética. El citdu autor asocia'l métodu
a Eratostenes de Cirene (276 a.C.—195/194 a.C.),
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Figura 1. Representacidn de La criba d’€ratdstenes

el gran mateméticu y cientificu griegu que foi Un
de los direutores de la Biblioteca d'Alexandria. El
métodu ye mui cenciellu y eficaz. Como tou nim-
beru non primu tien de ser maltiplu d'dn primu,
partimos de los primeros primos y vamos elimi-
nando los sos multiplos: los nimberos que vayan
quedando van ser, necesariamente, primos. Lo
que facemos ye dalgo asina como dir cribando
numberos pa que nos queden los valiosos, los
primos, como si usdremos una pefiera pa separar
pebides d'oru del agua d'un riu; ye polo qu'esti
métodu se llama La criba d'Eratéstenes. Vamos
ver cdmo funciona p'atopar tolos primos menores
que 100. Propongo qu'escribdis una llista de nim-
beros del 1 al 100 en fileres de 10 nimberos. Pri-
meramente, hai d'eliminar tolos multiplos de 2; ye
dicir, los pares. Dempués, tachense los multiplos
de tres —van tachandose simplemente nimberos
de 3 en 3 hasta llegar al 99—. Los multiplos de 5
son los nimberos que terminen en 0 o en 5: elimi-
nense tamién. Siguimos colos de 7, equi ya tacha-
mos namas tres nuevos, 49, 77 y 91. Col siguiente
primu 11, ya nun tachamos nengtin nuevu menor
que 100, dao que'l siguiente nimberu compuestu
elimindu sedria 121. Asina quedamos cola llista de
25 primos menores que 100.

2,3,5,7 11,13, 17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43,
47,53, 59, 61,67, 71,73,79, 83, 89, 97

Podemos ver que'l métodu ye mui simple,
pero non del too eficiente, porque hai nimberos
que tachemos dos veces (como 12 o0 40) o hasta
3 veces (por exemplu 30 o 60). Podriemos me-
yorar el métodu eliminando nun entamu tolos
multiplos de 2, 3 y 5. Dempués, pasamos a 7 y
ya empezamos en 49 = 7 + 7, dao que los num-
beros compuestos anteriores ya tan tachaos,
al ser multiplos de los primos menores que 7.

Dempués, multiplicamos 7 por nimberos que
nun seyan multiplos de 2, 3 0 5 —a estos nim-
beros llamaselos coprimos—, y esto llévanos a
quitar 49, 77 y 91 ensin volver a tachar nengtn.
Esti métodu llamase «factorizacion en rueda» y
permitenos realizar menos operaciones, siendo
mui Util si consideramos los primos hasta nim-
beros mui grandes.

Otres cribes que s'usen p'alcontrar primos
ente dos nimberos mui grandes son les llamaes
segmentaes que dividen el rangu de busca en
dellos cachos usando dempués métodos como
I'anterior. La gran ventaya ye que'l programa in-
formaticu usau tien requerimientos de memoria
muncho menores.

Anguafo, Usense métodos mui estremaos y
sofisticaos pa buscar primos mui grandes nun
intervalu. Dalgunos d'estos métodos son pro-
babilisticos; ye dicir, dannos nimberos que son
primos con una altisima probabilida, pero ensin
la total certidume.

PRIMOS DE MERSENNE. NUMBEROS
PERFEUTOS, PRIMOS XIMIELGOS
Marin Mersenne foi un mateméticu y filésofu
francés que tuvo amistd y correspondencia con
figures cientifiques destacaes de la época como
Descartes, Fermat o Galileo. Trabayé colos nim-
beros primos y la teoria del soniu, siendo cono-
ciu como «El pa de l'actstica». Tuvo dientro de
la orde relixosa de los Minimos, fundada por San
Francisco de Paula, llamaos asina por tentar de
vivir colo minimo, faciendo una vida mui austera.
Mersenne construyé los llamaos primos de
Mersenne, que s'escriben como:

M, =2 -1

(2025) Ciencies 15 /9/
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Figura 2. Marin Mersenne [1588—1648]
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Pa que M seya primu, p tien de selo, pero
que p lo seya nun garantiza que /\/lp tamién seya
primu. Asina, tenemos la llista de primos de
Mersenne que sigue darréu:

p=2M =3
p
p=3,/\/lp:7
p=5M, =31
p=7M, =127

Como se pue ver, nesta llista van apaeciendo
primos, pero nun tan, nin muncho menos, tolos
que conocemos. Falten 11, 13, 17, 19... Si p nun
ye primu, el nimberu 27 — 1 nun lo ye tampoco.
Exemplu: p =4, 2* -1 =15.

Un podria pensar que con esta férmula
siempre s'algamaria un primu. Llamentablemen-
te, esto nun ye cierto:

p="11,My,=211-1=2047 =23 * 89

De toles maneres, la formula permitenos dir
xenerando primos mui grandes rdpidamente
p =31, M, =2.147.486.647,
que ye primu.

Anguafio, la férmula Usase pa xenerar los
numberos primos mas grandes. Pa ello emplé-
gase una rede de computadores per tol mundu
que trabayen a comufia nos célculos del pro-
yeutu GIMPS (Great Internet Mersenne Prime
Search), Gran Busca de Primos de Mersenne
n'Internet.

Luke Durant algamé asina’l mayor nim-
beru primu conociu hasta agora en 2024. Ye un
primu de Mersenne

0136.279.841 _ 1

Losanos2027,2029 formen unapareya
de primos ximielgos. La siguiente va
ser 2081, 2083

Esti nimberu tien unos 41 millones de dixi-
tos. jNun tentéis de probar que ye primu! Pa
facelo utilizase I'algoritmu de Lucas-Lehmer, va-
lidu namés pa nimberos de Mersenne. Nun se
sabe tovia si hai un nimberu infinitu de primos
de Mersenne. Hasta'l momentu calcularonse 52,
siendo’l mayor l'escritu anteriormente. Existe
una conexén curiosa ente los primos de Mer-
senne y otros numberos mui interesantes, los
numberos perfeutos.

Los nimberos perfeutos son aquellos que
puen escribise como suma de los sos divisores,
ensin incluyir el propiu niamberu. Exemplos:

6=1+2+3
28=1+2+4+7+14

496=1+2+4+8+16+31+ 62+ 124 + 248

D'esta manera, estos nimberos nun son
nada habituales. Los siguientes son 8.128 vy
33.550.336. Ta probao que tolos numberos
perfeutos conocios son pares. De fechu, Euler
(1707-1783) probd que tou nimberu perfeutu
par pue escribise como

201 % (20 — 1),

siendo 2? — 1 un primu de Mersenne. Amds, con
esa formula, tou primu de Mersenne da llugar a un
numberu perfeutu. Sicasi, nun se probé tovia que
nun existan nimberos perfeutos impares, anque
nun se conoz nengun. El mayor nimberu perfeutu
conociu ye'l que s'algama a partir del mayor primu
de Mersenne que se conoz. Sedria entos:

2136.279.840 * (2136.279.841 _ 1)

Como ye a vese, el nimberu tien una barba-
rida de dixitos.

Otros numberos perinteresantes son los que
se llamen «primos ximielgos», ye dicir, pareyes
de primos que tienen una diferencia de dos, p —
1, p + 1, siendo p un numberu par.

Exemplu:

3,5
57
1,13
17,19
29, 31
41, 43

Los afios 2027, 2029 formen una pareya
de primos ximielgos. La siguiente va ser 2081,
2083. Pue vese qu'al medrar el nimberu de dixi-
tos, échense en falta los primos ximielgos.

El novelista Paolo Giordano usa la metafora
de los primos ximielgos pa referise a la rellacién
ente los protagonistes de la so novela La soledd
de los nimberos primos. Mattia piensa que la
so rellaciéon con Alice ye como la de dos primos
ximielgos, solos y perdios, xuntos pero non bas-
tante como pa tocase de verda.

A la entruga de si hai pareyes infinites de pri-
mos ximielgos, la rempuesta ye: nun se sabe. La
conxetura de los primos ximielgos diznos qu'hai
infinitos, pero ta ensin demostrar. Sabemos gra-
cies a un teorema probdu por Yitang Zhang en
2013 qu'existe un N enteru menor que 70 * 10°
tal qu'existen pareyes infinites de primos con di-
ferencia N. Esta cota rebaxdse a 246, y ehi que-
doé. Les pareyes de primos ximielgos han de ser
(nun siendo la primera) de la forma 6n - 1, 6n
+ 1. De fechu, tolos primos, nun siendo 2 y 3

(2025) Ciencies 15 /11/



/ Los nimberos primos. Teoremes y conxetures

son axacentes a un multiplu de 6. Pan > 1, les
pareyes de primos ximielgos, 6n — 1, 6n + 1,
namas se dan si la Gltima cifrade nye O, 2, 3, 5,
7, 8. La pareya de primos ximielgos mds grande
conocida ye

(2.996.863.034.895  21:290.000 _ 1,
2.996.863.034.895 * 21-290.000 4 1)

descubierta en 2016. Finalmente, lldmense pri-
mos aisllaos los que nun formen parte d'una
pareya de ximielgos. Probose un resultdu que
nos diz que'l cociente ente’l nimberu de primos
aisllaos menores que n y el niumberu total de
primos tiende a 1 cuando n tiende a infinitu. Ye
dicir; nesti sentiu los primos en pareyes son mui
pocos. Darréu vamos estudiar cémo tan dis-
tribuyios los nimberos primos; ye dicir, si son
aleatorios o existe dalguna llei que nos permita
producilos. Vamos ver que la situacion ye, de
dalguna forma, intermedia.

DISTRIBUCION DE LOS NUMBEROS PRIMOS.
EL TEOREMA DE LOS NUMBEROS PRIMOS
Anque Euler (1707-1783) y Lagrange (1736-
1813) ya suxirieron esa aproximacion, foron el
matematicu francés Hadamard (1865-1963) y el
matematicu belga De la Vallée Poussin (1866-
1962) los que probaron en 1986 el llamau Teo-
rema de los Numberos Primos.

TEOREMA DE LOS NUMBEROS PRIMOS
Si llamamos TI(x) al namberu de primos menor
o igual qu'un nimberu x, cimplese que

lim M(x) _
x—oo  x/log(x)

Ye dicir, cuando x — « (x tiende a infinitu)
el nimberu de primos pue aproximase como'l

/12/ Ciencies 15 (2025)

cociente de x y el logaritmu neperianu de x, o
dicho d'otra manera, el nimberu de primos nun
crez de manera llinial con x sinén qu'hai un pesu
de la forma 1/ log(x).

Ensin entrar nel significau del logaritmu ne-
perianu, podemos dicir qu'esti reflexa’l nimberu
de dixitos del nimberu, asina que’l numberu de
primos medra con x pero esti aumentu ta dividiu
por una cifra que depende del so nimberu de
dixitos. El cociente ente TI(x) y x —la propor-
cion de primos—mengua como 1/ log (x), de-
crez d'alcuerdu col nimberu de dixitos de x. Al
dir considerando numberos cada vez mayores,
la proporcion de primos va diminuyendo. Asina
ente 1y 1000 hai 168 primos, pero nel interva-
lu d'igual llonxitd ente 1.000.000 y 1.001.000
namas hai 49.

Como consecuencia d'esti teorema o como
otra forma d'escribilo, I'enésimu nimberu primu
p, pue aproximase por n * log(n). Ye dicir

lim Pn _
n—o  nxlog(n)

La prueba d'esti teorema ye mui complicada
al requerir I'usu de la funcién ¢(s), la famosa zeta
de Riemann.

1

W) =22 15

siendo X el sumatoriu sobre tolos naturales. Hai
una conexén ente esta funcién y los nimberos
primos al traviés de la férmula d'Euler

ZOO

h=1 NS =My prime(1/(1 = p=))

3|—\

onde TT ye'l productu sobre tolos primos. Los
ceros de la ¢ de Riemann xueguen un papel
destacdu na demostracion del Teorema de los

numberos primos, indicando un ciertu patrén na
distribucion de los primos.

Vamos amosar cémo de bona ye la primer
aproximacion con dalgunos valores de x. Vamos
escribir I'error relativu pal namberu de primos
real y el que nos da la férmula.

x =103, error = 13.3 %
x =104, error =11.6 %
x =106, error = 7.8 %
x =1012, error =51 %

L'error relativu va tendiendo a cero, pero de
manera mui lenta. Esti ye'l motivu pol que se
buscaron aproximaciones meyores. Pue proba-
se que la integral logaritmica nos da una meyor
aproximacion. Cimplese que

lim M(x) _
x—oo [5(1/log(®))dt

La integral logaritmica ye la qu'apaez nel
denominador y representa |'area llendada pola
curva 1/ log(t) y I'exe OX ente 2 y x. El resul-
tdu danos una aproximacién mas fina que la del
teorema de los numberos primos. Existen cotes
optimes sobre |'error absolutu d'esta aproxima-
cion, estes cotes dependen de que se satisfaga
la hipotesis de Rieman, una conxetura sobre los
ceros de la funcién de Riemann que tovia nun
se prob6 y que constitti Uun de los problemes
abiertos mas importantes de les matematiques.
De toles maneres, podemos ver lo bona que ye
esta aproximacion dando los errores relativos
ente’'l nimberu de primos real y el que nos da
la formula.

x =103, error=5.6 %

x =104, error =14 %

x =106, error =0.16 %
x = 1012, error = 10-4 %

Como pue vese, I'aproximacion ye escelen-
te. Hai que recordar, sicasi, que ye una férmula
aproximada y nun hai una férmula exauta que
nos dea’l niumberu de primos menores que x.
Los primos nun tan determinaos d'antemano o,
a lo menos, nun sabemos determinalos pero si
aproximalos.

LA CONXETURA DE GOLDBACH

Christian Goldbach foi un matematicu amigu de
Leonhard Euler (1707-1783). Euler, considerau
como Un de los matematicos mas importantes
de la historia, mantenia correspondencia con
Goldbach y la conxetura apaez suxerida por
Goldbach nel so intercambéu epistolar. El parra-
fu de la carta ta escritu nuna mezcla interesante
d'aleman y llatin. El conteniu de la conxetura ye
mui cenciellu:

Conxetura de Goldbach: tou nimberu par ma-
yor que 2 pue expresase como la suma de dos
primos

Por exemplu:
4=2+2
16=11+5
80 =43 +37

Magar la so cenciellez, esti resultdu nun
pudo probase tovia. Usando calculu computa-
cional, la conxetura probdse pa tolos pares me-
nores o iguales que 4 * 108 lo que paez indicar
que ye cierta. Sicasi, los nuesos llectores tienen
de recordar que la prueba tien de valir pa nume-
ros pares infinitos, asina una prueba tipica sedria
partir de qu'hai un nimberu par que nun pue
espresase como la suma de dos primos y llegar
por pura loxica a una contradiccién. Esto ye difi-
cilisimo. Vamos ver agora que si hubo progresu
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dende los tiempos de Goldbach y pa ello vamos
escribir la

Conxetura débil de Goldbach: tou nimberu im-
par mayor que 5 pue espresase como la suma
de tres primos

Si la conxetura sobre los pares —qu'agora llama-
remos conxetura fuerte de Goldach—ye cierta,
la conxetura débil tamién lo ye. Esto ye facil de
probar porque podemos escribir tolos impares a
partir de 7 como 3 mas un numberu par. Si'l par
ye la suma de dos primos, I'impar sedrd la suma
de 3. Exemplos:

7=3+4=3+2+2
M=3+8=3+5+3

Sicasi, si la conxetura débil ye valida, la fuerte
nun tien por qué selo. En Matematiques, el térmi-
nu fuerte refierse a una proposicién mas xeneral
con respeuto a otra, débil, menos xeneral.

Pues bien, ye na conxetura débil onde se
fixeron progresos definitivos dende I'articulu
de Tao de 2007. La conxetura débil probdse en
2013 pol matematicu peruanu Harald Halfgott.
Lo sorprendente ye que la prueba, de gran di-
ficultd, aceutése como vélida por una revista,
Annals of Mathematical Studies, pero tovia nun
se publico n'ella, pudiendo consultala namas
n'internet. Suponemos que suxeririen dalgunos
cambeos nel articulu que tovia nun se fadrien,
dada la dificulta estrema del tema y la esisten-
cia de poques persones que puedan entender
la prueba. De toles maneres, la conxetura dé-
bil considérase probada y como consecuencia
d'esta probdse tamién que tou numberu par
mayor que 2 pue ponese como la suma de 4
primos como maximo. Ye dicir, paez que queda
un percorriu curtiu pa la prueba definitiva de la
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Figura 3. Christian Goldbach (1690-1764]

conxetura fuerte, anque quicids seya un camin
mui complicau.

Otru resultu interesante relativu a la conxe-
tura fuerte ye'l que probd’l matematicu chinu
Chen Yingrun nel 1973: tou nimberu par sufi-
cientemente grande pue escribise como la suma
de dos primos o como la suma d'un primu y un

semiprimu (productu de los primos). Esta se-
dria otra forma d'averase a la conxetura fuerte
de Goldbach.

Na lliteratura, la conxetura de Goldbach
apaez como tema central de la novela El tio
Petros y la conxetura de Goldbach del escritor
griegu Apostolos Doxiadis.
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SOBRE LA UTILIDA DE LOS NUMBEROS PRIMOS
Hasta va poco, los numberos primos grandes
nun tuvieron un usu prauticu importante. Sicasi,
col entamu del emplegu de sistemes de comu-
nicacion basaos n'ordenadores, fixose necesario
y posible unviar claves secretes —como les del
bancu o les tarxetes de creitu pa facer pagos—,
firmar documentos dixitalmente o unviar men-
saxes per internet que nun puedan descrifrar
terceres persones. Voi comentar brevemente
dos métodos que s'usen davezu pa estes xeres.
Los dos basense na llamada aritmética mo-
dular, na que se faen delles operaciones con
numberos naturales, trabayandose col restu de
la division por un nimberu. Nel casu del méto-
du de Diffie-Hellmann (1976) existen dos cla-
ves publiques: un ndmberu primu mui grande
p y otru nimberu g, que se llama «una raiz pri-
mitiva médulu p», y que s'escueye de manera
afayadiza. Les dos persones qu'intercambien los
mensaxes, Xuacu y Lena, tamién tienen les sos
propies claves secretes, los nimberos a 'y b. Xua-
cu calcula'l restu de dividir el nimberu g por p,
que se conoz téunicamente como g% mod p, g°
modulu p, llamemos A a esi nUmberu que Xuacu
unvia a Lena.
A =g*modp
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Lena calcula'l restu de dividir g° por p y unvia
esti nimberu B a Xuacu.

B =g mod p

Darréu, Xuacu calcula'l restu de dividir B2
por p que sedrd un ndmberu s.

s =B*mod p

y Lena'l restu de dividir A® por p que, maraviyes
de I'aritmética modular, ye'l mesmu nimberu s.

s=A"mod p

D'esta manera dambos tienen una clave
compartida s. Si agora Lena quier unviar un
mensaxe a Xuacu —un ndmberu C, por exem-
plu—, podria multiplicar C * s y mandar el resul-
tau. Xuacu namas tendria que dividir esi resultau
por s pa obtener C. Esto dltimo ye una simpli-
ficacion, pudiendo usase otres operaciones. El
casu ye qu'a partir de tolos numberos calculaos
que se comparten per internet ye casi imposible
atopar la clave compartida. Esto débese a que'l
numberu que s'usa ye un primu mui grande y
na artimética modular calcular les claves secre-

tes a partir de les operaciones d'esponenciacion
feches y que circulen per internet ye dificilisimo.

N'otru métodu, RSA (Rivest, Shamir & Adle-
man, 1978), en vez d'usar un primu mui grande
usen el productu de dos primos mui grandes y
faen operaciones d'esponenciacién quedando
col restu al dividir pol productu de los primos.
Mientres que Diffie-Hellman s'usa pa comuni-
caciones segures, RSA Usase mas pa firmes dixi-
tales. Anguafo, buscar primos grandes ye un
negociu, como lo ye desarrollar algoritmos de
cifrdu basaos en nimberos primos.

Un segundu motivu pol que los nimberos
primos resulten utiles ye'l de probar algorit-
mos eficientes pa buscalos o estudiar conxe-
tures sobre ellos. Sirven pa poner a prueba la
capacida de los ordenadores mas potentes y de
los meyores programadores. Ye un poco como
poner a prueba un Férmula 1 nun trazdu mui
exixente. Tamién permiten combinar el trabayu
d'ordenadores en rede como na busca de primos
en Mersenne.

Una tercer utilida, qu'existio siempre, ye la
de despertar I'interés matemaética y cientifica en
nefios y mozos. Trabayar en problemes que puen
ser astractos exercita la mente pa estremaes xe-
res inteleutuales. Xeres que puen tener un inte-

rés prauticu. Anguafo ye habitual qu'empreses
y bancos contraten a matematicos pola so capa-
cid4 pa resolver problemes. ;Quién-y diba a di-
cir a Mersenne que los sos primos tendrien utili-
da nel mundu del comerciu? Siendo un Minimu,
nun sé si-y diba a gustar muncho.
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