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CONJUNTO N DE NUMEROS NATURALES

Autor: ANTONIO GONZALEZ CARLOMAN

1.— Conjunto natural

Llamamos conjunto natural E al definido recursivamente de la siguiente

manera:

1.~ @g<E
.~ x€E = {x}<E

E = {2, {2}, {{9}}, ..)
Propiedades:

1.1. Es un orden estricto en la E la relacién < definida por:
X <y siy sélo si x estd generado antes que y
En efecto:

a) Irreflexividad:
¥, (x €x) (E es el universo del discurso)
Ya que:
Un elemento no estd generado antes que si mismo.

b) Transitividad:
x<yAy<z=x<z
Ya que:

Si x estd generado antes que y e y lo estd antes que z, entonces x estd gene-

rado antes que z

1.2. El orden < en E es una buena ordenacién.
En efecto:
Dado un subconjunto A no vacio de E, siempre habrd en A un elemento ge-

nerado antes que los demds, es decir, minimo en A
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1.3.

El orden < en E es totalmente ordenado:
Y,y &=y Vx<yVy<x
En efecto:

La buena ordenacion implica el orden total, puesto que si dos elementos cua-
lesquiera a, bE son distintos (a # b), entonces el conjunto no vacio {a, b} admite
un minimo que puede ser a, en cuyo caso a < b, o b, en cuyo caso b < a. '

2.— Elementos notables en E

a) Elemento cero

Es el minimo de E y lo representamos en adelante por 0 (0 = @)

b) Elemento siguiente de otro

Siendo a un elemento cualquiera de E, llamamos siguiente de €1, y lo
representamos por a*, al elemento generado por a (a™ = {a} )

c) Elemento precedente de otro

2.1

2.2.

Siendo a cualquier elemento de E distinto de cero (a # 0), llamamos
precedente de él, y lo representamos por a~, al elemento que genera al

a({a} =a

Propiedades:

El elemento at es el minimo de a> = {xI x > a}
Por definicién, a* > a y ademds

X>a=x = a?'

Ya que, supuesto x > a (x generado después de a), entonces x coincidird
con {a} o estard generado después de él.

Siendo a # 0, a~ es el méximo de a~ = {xl x < a }
En efecto:

Por definicién, a~ < a y ademds

x<a=>x = a

Ya que, supuesto X < a (x generado antes que a), entonces x coincidird con
a~ o estard generado antes que €l.

2.3.

2.4.

Siendo a # O

a~t =a

En efecto:
at={a}=a
atT =a

En efecto:

{a""} = {a}

Ya que:

{a*7} = a* = {a}
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25. a<b<= a3t <b

En efecto:
a) a<b=>at <b (2.1)
by atsb=>a<b

Demostracién:

at<b=a<atAat<b=-a<b
26. a<b<=as<b
a)a<b=>as<b (2.2)
b)asb = a<b

Demostracion:

asb = asb <b=a<hb
27 a<b<=at < bt

En efecto:

a<b<a"sb<s>at<b' <> 3t < b+
2.8. Siendo a # 0

a<b<>a <b

En efecto:

a<b<zat<b FT<>a <b

2.9. Siendo A cualquier subconjunto no vacio de E; si A est4 mayorado,
entonces tiene un mdximo

En efecto:
Al no ser vacio el conjunto de mayorantes de A, entonces éstos tienen
un minimo, a, que serd el mdximo de A

Ya que:
a) ¥ycp (x < a)
Por ser a mayorante de A
b) acA
Porque si a¢k A, entonces:
agA = VA (x<a) = MieaA xX<a)
Y se cumpliria Ve A (x < a7), siendo, en este caso, a~ perteneciente

al conjunto de los mayorantes de-A de los cuales a es minimo y a la vez
a~ < a, lo cual es imposible.

2.10. Induccion particular.
Siendo A un conjunto en E (A<E), si se cumplen:
1.~ 0=A
2.~ xe=A = xteA
' entonces A = E
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2.°-

En efecto:

EcA, ya que

xeE = x=A

Demostracién:

xE = xeAV x£A => xeAV (mEA Am~eA) = xeAV (ng A
AmeA) = x=A

1.— Supuesto x& A, serfa no vacio el conjunto de los elementos no per-
tenecientes al conjunto A y llamamos m a su minimo (me A), que serd
distinto de cero, ya que O=A

2. Por2.°,m A = m™t = meA

. Induccién general.

Siendo A un conjunto en E, si se cumple:
V., x<y=xeA) = yeA
entonces A = E

(si perteneciendo al conjunto A todos los elementos menores que y,
resulta que también pertenece al conjunto A; entonces A = E)

En efecto:

E=A, ya que

xeE = x€A

Demostracién:

xeE => xeAV x¢A = xeAV [mEAAY (x < m = xeA)]

s xeAV (mEAAMEA) = x=A

1.— Llamamos m al minimo de los elementos no pertenecientes al con-
junto A

2.— Por lo supuesto, ¥, (x < m => x€A) == meA

En la prictica, la demostracion de ¥, (x <y = x=A) = y<A se hace
en dos etapas

Suponiendo que y = 0

En cuyo caso basta con demostrar que 0= A, ya que la expresion

¥, (x <0 = x=A) se cumple para cualquier conjunto A

Suponiendo que y # 0

3.— Conjunto N de niimeros naturales

Siendo N = {0, 0%, 07*, ...} el conjunto de los signos que representan (men-

cionan) a cada uno de los elementos del conjunto natural E (no confundamos el sig-
no que usamos con lo que menciona), es evidente que este conjunto N de signos
es biyectivo con el conjunto natural E, y si inducimos el orden del conjunto E al
conjunto N (definicién por isomorfia), tendrd el orden < en N las mismas propie-
dades que en E. A este conjunto N lo llamamos conjunto de los nlimeros naturales.
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Si un conjunto A fuese biyectivo con N, diriamos que A es enumerable o re-
presentable por N y se identificarfa con él.

4.— Conjunto finito e infinito

Un conjunto A es finito si es vacio o si existe acN , de modo que A sea bi-
yectivo con a<. En este caso dirfamos que A es enumerable o representable por a~
y se identificarfa con él. Cada biyeccién de A con a< inducirfa en A un orden dis-
tinto (distinta manera de contar A)

Un conjunto es infinito si no es finito.

5.~ Cardinales finitos

Dado el conjunto F(E) de subconjuntos finitos de un conjunto infinito E, de-
finimos en F(E) una relacién que representaremos por =, de la siguiente manera:

Siendo A, BEF(E), A = B si y s6lo si existe una biyeccién f: A = B

Esta relacién es de equivalencia, ya que siendo A, B, C<F(E), se cumplen las
siguientes propiedades: )

1.°- Reflexividad

A=A

En efecto:

La aplicacién identidad [;: A => A es una biyeccién.
2.~ Simetria

A=B=B=A

En efecto:

Sif: A => B es una biyeccién, también Io es B = A
3.°~ Transitividad

A=BAB=C=> A =

En efecto:

Sif A=BygB => C son biyecciones, también lo es f . g A=C

Convenimos en presentar la clase de equivalencia definida por el conjunto A
por A®, a la que llamamos cardinal del conjunto A, al conjunto cociente o conjunto
de los cardinales finitos mediante F.(E)

Propiedades:
5.1. Es biy\&éctiva la aplicacién a : F(E) => N tal que
X9eF.(E) = o (X% = x
en que X = x<
En efecto:
1.°- Es suprayectiva
xeN = 3x® [a (X = x]
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Demostracién:

xeN = HXEF(E) K=x%= HXG [a (Xe) = x]

1.~ Demostremos este paso por induccién particular sobre x

1.°- Se cumple el paso para x = 0

Ya que @ = 0<

2.°~ Si se cumple el paso para X = a, entonces se cumple para x = a*
Demostracidn:

Supuesto existente un conjunto A=F(E) tal que A = a<, entonces siendo
B cualquier elemento del conjunto E-A, se cumpliria AU{b} = a*<

2.°- Es inyectiva
aX=0(Y%) = X =Y®
Demostracion:
OX)=a(Y) 2> X =x“AY =y“Ax=y=X=Y =X =Y°
1.— Siendo a (X% =x, o (Y®) =y
Esta biyeccion nos permite representar a los cardinales finitos mediante los ni-

meros naturales y aplicarles su orden y sus operaciones. En resumen, identificar los
cardinales finitos con los naturales.
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