TEOREMA DE SCHRODER-BERNSTEIN

Antonio Gonzalez Carloman

35.- Teorema de Schroder-Bernstein

Si existen las aplicaciones inyectivas ¢ :E=E”y ¢:E"=E, entonces

existe una biyeccién B: E-E~

Puesto que:

Serian univocas (aparte de inyectivas y suprayectivas) las co- -
rré¢spondencias de v 'CE"x E , ¢ 'C E x E"y también lo serfan to--
das las correspondencias de E(E”) en E(E") (A.I-VI -7.10, 7.11, ---

7.12) pertenecientes a la familia F(F") definida recursivamente de
la siguiente manera:

87 (x7)=(8"(y")=x"=y~
Demostracién:
87(x7)=87 (y")= 07 (x)=¢" (y)>x"= ¥
4.b.- La aplicacién 6:D-D"tal que 6=6" ', es biyectiva
Ya que:
Es la reciproca de §7:D7=D

5.- La correspondencia BCE x E”en que B=aUYUS§ es una biyeccidn.
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En efecto:

Es consecuencia de 1-, 2.a, 3.a y 4.b segiin A.I-VI-9.12.8

En adelante convenimos en representar abreviadamente el teorema

de Schoder-Bernstein de la siguiente manera:
ES E“AE"Q E=ESE”
significando:

E< E” (existe una aplicacién inyectiva de F en E7)
Eiﬁ E (existe una aplicacién inyectiva de E”en E)

E =E°( existe una aplicacibn biyectiva de F en E7)

Siendo A y B conjuntos cualesquiera, convenimos también que
A< B(léase A estrictamente inyectivo a B) represente a la expresion

Ag BAAYB

* Las citas indicadas por A.I, se refieren al libro "Lenguaje
Matemdtico (Algebra I)" editado por el Servicic de Publica-

ciones de la Universidad de Oviedo.

1¢,- Es suprayectiva
x‘GA‘=3x(a(x)=x‘)
Demostracién:

T‘EA’=Vh,EH,(h'({x‘}zfﬂ]‘¥heH((¢'1.h)({x‘})#ﬂ)”VhEH(h(v-l({x’}])#ﬁ
= (=T ("N~ B (=% )" (a(x)=x")

1. Por ser ¢ '({x"})# @ y ¢ 'univoca
2. Por A.I1-VI-4
22 Es inyectiva
a(x)=a(y)= x=y
Demostracidn:
a(x)=a(y)=¢ (x)=¢(y)=x=y

3- x€C=p (x)€C™
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En efecto:

x€C~F . (h({x})#0 Alh.e” " ({x1)=0)"Fep (097 1) (1x1)7 @ A(p.o".h
P71 ((x)=8)"Fep (071 0) (0 ({x1))# @ ACe ™ .hup” 1) (0 ({x)))=0°F, .-
(h” ({2 (x) N#BA(R" 9”7 1) ({0 (x) D)=8)~ v (x)EC”

3.a.- La aplicacién 7:€-C”tal que xEC= 7v(x)=v(x) es biyectiva

Ya que:
12,- Es suprayectiva

x“€c” =3 (1 (x)=x")

Demostracién:

x €CT=3 .- (R {x71)70 A(h™.p”-1) ({xD=@) 3 ep((v '.h) ({x71)70 Aw’
hoe ™) ((x"1)=0) %3 g (0™ (X" 1))#BACR.07 1) (07 ({x71))=0)=3, ((x3=

¢"({x‘}))*E&(w(x)=x’)=3x(7(X)=X‘)
2,- Es inyectiva
7T (x)=r(y)= x=y
Demostracién:
T(x)=Y(y)= ¢(x)=e(y)=x=y
4.- x"€D"= ¢~ (x")€ED
En efecto:

X"ED"=3 p- (W ({x"D)F B Ah".0 ) ({x"1)=0)%F, - (070" 1R ({1x”
DA 907 KT ({x7)=0) "3, -ep- (0 L h7) (0 Ux" D78 (0" 070 )

(07 (" 1)=0)"3, ¢ (h({e” (x)NF0 A (hup 1) ({07 (x") =)= v (x")ED

4.a.- La aplicacién 67: D™D tal que x"€D"=§"(x")=¢”"(x") es biyectiva
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Ya que:
2.- Es suprayectiva

XGDﬁik,(d’(x')=x)

Demostracifn:

x€D=EhEG(h({x})#0A(h.¢-1)({x})=0)”3hfep—((¢'_l~h‘)({x})#¢ YOI 4
.sP-l)({x})=¢)"3h‘ep'(h'(¢'-'({x}))‘éﬂ/\(h‘-\’-l)('P"-‘( x) ) =8~
3, - ({x73m” XN =Fy- (07 (1) =x) =3, - (87 (x7) =x)

22 Es inyectiva

C°ND”"=@ se demostraria de la misma manera
2,- E=AUB (E“=A"U B")y AMB=@ (A"NB"=@)
Demostracién:
a) E=AUB (E”=A"UB")
Ya que:

X€E$T J g (M({x1)=0) V 3y (h({x})=0) %%, o, (h({x})#M) V3, gy (h({x})=
@)« xEAVXEB+XEAUB

E“=A"U B"se demostraria de la misma manera
b) ANB=¢
Ya que:

XEANB*XEAAXEB®¥, o (h({x))78) A3, o (h({(x1)=P)=T 3 oy (h({x})=0) ATy oy
(h({x})=0)*xEp

A“NB~= se demostraria de la misma manera
2- xEA=y (x)€A”

En efecto:
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1 . -
feAﬂthH(h({x})#@)=¥hEH((w-v ‘.h)({x})#¢)=¥h€H((¢ Loh) (p({x}))7D)
“¥h-en" (h” ({9(x)})#8)= @(x)EA”

1.- Por ser v.¢ 'SI (A.I-VI-7.4, 7.7)
2.- Si h’=IE,es evidente, y si h recorre H desde I entonces h~
recorre H’desde ¢ '({¢ '}.F=G", {w_l}.G=F‘-{IE,})
2.a.- La aplicacifn a: A*A"tal que x€A=u(x)=¢{(x) es biyectiva
Ya que:
En efecto:
2. B=CUD (B"= C"U D”) y CND=@ (C"ND"=@)

Demostracién:

a) B=CUD (B”"=C”UD”)

Ya que:

2
xEB°3hEH(h({x})=¢)‘l’ 3y (h({xD#? )43y ({x)=0)=F, o (R ({x1)7#0 -
ACha™™1) ({xD)=0)V 3o (h({x})#8 A(h.¢ ') ({x})=0)=xEC V xEDe -
x€CUD

1. La correspondencia I ®H y ademis IE({m})={x}# @

2.- Si ordenamos H comenzando por IE, siguiendo con w’—l y las si--
guientes atendiendo al nGmero de los factores; si llamamos h a la -
Gltima de estas correspondencias tal que h({x})#@, entonces la pri-
mera cuya imagen de {x} es el conjunto vacfo seria del tipo h.¢’_l
si h€F o del tipo h.¢”' si heG

B°= C”"U D”"se demostraria dela misma manera
b) CND=@ (C"ND"=Q )

Ya que:

XECND=XECAXEDSZ cr (h({x1#0 A (h.v” 1) ({x})=A)AZ, g (R ({x))7B A -~
(h.v"!) ({x))=0) = x<0
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1.- Por ser falsa la conjuncién de existenciales, pues si se cumple

uno seria falso el otro
o _ .
12, IEGF (IE,GF )
1 .1 IR .
2 - fEF=f .¥'" v  €F (f°€ F'=»f".¢v ¥ € F7)

También serfan univocas las correspondencias de E(E”) en E™(E)
pertenecientes a la familia G=E{y~ '}(G"=F.{¢ '}) (A.I-VIII-6.2)

Resumiendo:
-1

1 11 _ -
Yoo - cl (BElIg. 9T e e

B= {Ig, v” tw 07w T e,
prTl T w7, L)

Ademds de la correspondencia identidad en E(E”), pertenecen a -
F (F°) todos los productos alternativos por Ry et (v ye )
con nGmero par de factores que empiezan con ¢~ (¢ 1)y acaban con -
p LT
Gl "0’ el Tttt et et T T L) (G {e T e e T e,

w'l.w"‘.w".¢"‘.¢'l,....}

Ademis de la correspondencia ¢’ ~'(¥~!) pertenecen a G(G”) todos los
productos alternativos por ¢"~! y ¢=! (¢-!' y ¢ ') con niimero impar de -
factores que empiezan con ¢~ !(¢-') y acaban con ¢ “!(¢°1)

Si H=FUG (H"=F“UG”) y consideramos los subconjuntos de E(E”)

A={xl ¥ g, (h({x})7#0) } - (A= {x 1 ¥y gy (h” (IX"H)#B) 1)

B={x! 3 o, (h((x})=0) } -(B7={x"1 3 . g4 (h" ({x"}) =)

c={x1 Fep (h(U{xDI? BA(hw”Y) - (C={x"1F o (h” ((x"DFBA(R" 077 T)

({x})=0} ({x"1)=0)1H

W#x[EkeéhﬂxD#GA(h.w_’)({x})=¢}-(D’={X'|EE»EF—(h’({X'})#GA(h’-¢-')
({1x1=0)})

lo demostrariamos haciendo los siguientes pasos:

1.- Los conjuntos A,C,D (A”,C”,D”) definen una participacién en
E(E”) (A.I-X-23.2)

_42 -



