DIDACTICA DE LA DIVISIBILIDAD

Antonio Gonzalez Carloman

1.- Relacién de orden por multiplicacidn

En el conjunto N de los naturales definimos la relacién
R= {(x,y)lEx,(x.x‘=y)} (x‘=—§)
y tal relacidén es de orden normal
Ya que:
12.- Es reflexi?a
¥x(xRx) (el universo es N)
Demostracién: ‘
¥x(xRx)° VXBX,(x.x‘=x)¢¥x (x.1=x)
22.- Es antisimétrica
XRyAyRx=x=y

Demostracién:

nyAny‘Qx,(x.x’=y)A d .(y.y'=x)= Sx,’y‘(x.x’=yAx.x‘.y‘=x)= Bx,,y,(x.x‘=y

Ax“.y“=1)= 3 . _.(x.x"=yAx"=1Ay~=1)=x=y
X7,y

32,- Es transitiva

xRyA yRz = xRz
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Demostracién:

xRyA yRz= BX,(x.x‘=y)A EY,(y.y’=z)= BX,'Y,(x.x‘.y’=z)‘ 3x”(x.x”=z)=sz

Para no confundir esta relacién de orden normal con la ordenacién
< tal que:

X< ye EX,(x+x‘=y) (orden por suma)

usaremos un signo distinto de "< " que sustituye a R, tal signo podrfia -
ser "<""; perq, siguiendo la costumbre, convenimos que sea el signo "I,
es decir:

ny*Ex,(x.x‘=y)

Para no confundir con el lenguaje comiin 10s dos 6rdenes normales <
y |, todavia convenimos lo siguiente:

Si se cumple alb, lo leeremos en vez de '"a anterior al elemento b"
o '"b posterior al elemento a" por "a divide al elemento b o "b es midl-
tiplo del elemento a"

Tambien convenimos en representar la seccibn inferior normal del -
elemento a mediante el orden | por a‘={x|xla}l (léase divisores de a), y
la seccién superiof normal del elemento a mediante el orden | por --- -
a*={x] al x} (léase miltiplos de a)

Propiedades:
Siendo a,b,c,d € N, se cumplen:

1.1.- a‘=b’= a=b

En efecto:
a‘=b'= a€b’A bEa’=alb A bla =a=b

1.2.- a*=b‘=a=b



En efecto:
a'=b’"= a€b’'Ab€a’ '=bla A alb =a=b
1.3.- El nimero 1 es elemento infimo

¥ (11x) ¥ (= X))

En efecto:
VX(1IX)° ¥x Ex,(1.x‘=x)° ¥x(1.x=x)
1.4.- E1 nimero O es elemento universal

¥ (xI0) ¥ (2200

En efecto:
¥x(x|0)* ¥x Ex, (x.x"=0)= ¥x(x.0=0)
1.5.- Siendo a#¥0

bla = b<a

En efecto:
1
bl a= b.b"=a=b< b.b"A b.b " =a=b<a
1.- bT=—p—
1.6.- Siendo a#0

b>a=b}a (b no divide al elemento a)

En efecto:
Por contrarreciprocidad de 1.5 y ser < orden total

1.7.- alb A alc = alb+c (si alb y alc,b,c _b+c)
a a a
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En efecto:
1
alb A alc= a.a"=bA a.a'" =c= a.(a"+a'")=b+c= a.a"=b+c=alb +c
1.- a“+a"=a"!

1.8.- Siendo ¢< b

b
a

1]
‘C“
|
O
-

[T

al bAal ¢= al b-¢’ (si alb y alc,

En efecto:
al bAal ¢c=®a.a”"=bA a.a"=c=a.(a"-a")=b-c=a.a'"'=b-c=alb-c

1.9.- ala.b (a:b_y)
a

En efecto:

al a.b®a.b=a.b

1.10.- Isotonia particular respecto a la multiplicacién
alb=a.clb.c @iam,%=%%)

En efecto:
al b®a.a"=b=a.c.a”"=b.c=a.c|lb.c
1.11.- Isotonfa general respecto a la multiplicacidn

al bAcl d=a.cl b.cAb.cl b.d=a.clb.d

1.12.- Regularidad respecto a la multiplicacidn
Siendo c#0
a.clb.c=alb (si a.clb.c, b.c _b)
a.c a

En efecto:
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a.clb.c=*a.c.a”=b.c=a.a”.c=b.c=a.a"=b=al b
1.13.- E1 orden I no es total

B ¥x,y(x|y V yl x)

En efecto:
a>1=ata+1Aa+14a
¥a que:

a) a>l=ata+1

Demostrémoslo en forma contrarreciproca

al a+1=a<i

Demostracibn:
1 2
al a+1=al a+1Aal a=al 1=a<i

1. Por 1.8
2. Por 1.5

b) a>1=a+1{a

Demostracién:
1
a>1=a+1>a=a+1ta
1.- Por 1.6
1.14.- E1 orden | es supsemirreticular (A.I-VII-10.6)
Dados dos elementos cualesquiera a,b€EN, existe un elemento, que re-
presentaremos por M(a,b), que es minimo entre los mayorantes del conjun

to {a,b} (que es mGltiplo comGn de a y b, y divisor de cualquier mGlti-
plo comfin de a y b)
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al M(a,b},bl M(a,b) y al cAbl c=M(a,b)lc
En efecto:

a) Si a=0 6 b=0, M(a,b)=0

Demostracién:
alM (a,b) (al0), bl M{a,b) (bl0O) y ademis
al ¢ A bl c=¢c=0=0| c=pM(a,b)l ¢

b) Si a#0 y b#0, M(a,b) coincide con el minimo respecto al orden < del
conjunto no vacio aMb -{0} (a.b€aNb-{0})

Demostracidn:
al M(a,b), bl M(a,b) y ademis
1 . . 2 -
al cAb| c=c€anbA c=M(a,b) .c” +TAT< M(a,b)=c= M(a,b).c”= M(a,b)lc
1.- Siendo c”y r respectivamente cociente y resto entero por defecto
de ¢ entre M(a,b)
2.- Al dividir los elementos a y b al elemento ¢ y al elemento ----
M(a,b).c”, entonces a y- b dividen al elemento r(1.8); luego, --
por ser r€aM’ y definicién de M(a,b), seria r=0
A este elemento M(a,b), evidentemente flinico, le llamamos minimo co-
min mGltiplo de a y b
1.15.- El1 orden I es infsemirreticular (A.I-VII-10.7)

Dados dos elementos cualesquiera a,bEN, existe un elemento, que re-
presentaremos por D(a,b), que es mdximo entre los minorantes del conjun
to {a,b} (que es divisor comdn de a y b, y mdltiplo de cualquier divi--

sor comlin de a y b)

D(a,b)la , D(a,b)I b y cl aAc| b=c] D(a,b)
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En efecto:
a) Si a=0 y b;O, D(a,b)=0

Demostracibn:

D(a,b)la (Ol0), D(a,b)Ib (OI0) y ademids
¢l aAc| b=c| O=¢| D(a,b)

Py

b) Si a#0 6 b#0, D(a,b) coincide con el midximo respecto al orden < del
conjunto no vacio y mayorado a‘nb’ (1€a:ﬁb: y a 6 b lo mayoran respecto
a <)

Demostracidn:
D(a,b)la, D(a,b)lb y ademids

c!aAch; M(c,D(a,b))l aA M(C,D(a,b))lb; M(c,D(a,b))< D(a,b)A D(a,b)< -
M(c,D(a,b))= M(c,D(a,b))=D(a,b}= clD(a,b)

1.- Por ser a y b mGitiplos comunes de ¢ y D(a,b)

2.- Por definicidén de D(a,b) y por 1.5 (D(a,b)lM(c,D(a,b)))

A este elemento D(a,b), evidentemente tnico, le llamamos miximo co-
mfin divisor de a y b

Si D(a,b)=1, dirfamos que a y b son primos entre si

1.16.- E1 orden | es reticular (A.I-VII-10.8)

En efecto:
Por 1.14 y 1.15
1.17.- a.D(b,c)=D(a.b,a.c)

En efecto:
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12.- 53 a=0
a.D(b,c)=0.D(b,c)=0=D(0,0)=D(0.b,0.c)=D(a.b,a.c)
22,- Si a#0

a) a.D{(b,c)ID(a.b,a.c)

Demostracién:

Sabemos que D(b,c)lb, D(b,c)lc y ademis
1
D(b,c)I bAD(b,c)l c= a.D(b,c)i a.bAa.D{(b,c)l a.c®a.D(b,c)l D{a.b,a.c)
1.- Por 1.10

b) D(a.b,a.c)la.D(b,c)

Demostracidn:

Sabemos que ala.b, ala.c y ademis
al a.bAal a.c= al D(a.b,a.c)=a.a"=D(a.b,a.c)=a.a"=D(a.b,a.c)Aa.a’la.bAa.a”
la.c® a.a"=D{(a.b,a.c)Aa”l bAa"{ c=a.a"=D(a.b,a.c)A a”| D(b,c)=a.a"=D(a.b,

a.c)Aa.a’la.D(b,c)=p(a.b,a.c)l a.D(b,c)

1.- Por 1.12

1.18.- alb.cA D(a,b)=1=aic
S$i un niGmero divide a un producto de dos factores y es primo con uno .
de ellos, divide al otro factor
En efecto:
aIb.cAD(a,b)=l*ala.cAalb.cAD(a.c,b.c)=c=a|c
1.~ Por 1.17

1.19.- D{a,b)y.a"=aAD{a,b).b"=b=D{(a”,b")=1
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Los cocientes de dividir dos nldmeros entre su miaximo comin divisor
son primos entre si
En efecto:

D(a,b).a"=aAD(a,b).b"=b=D(D(a,b).a”, D(a,b).b’)=D(a,b);D(a,b).D(a‘,b‘)=
D(a,b)=D(a”,b")=1

1.- Por 1.17

1.20.- M(a,b).D(a,b)=a.b

En efecto:
2.- Si a=0 6 b=0
M(a,b).D(a,b)=0.D(a,b)=6=a.b
22.,- Si a#0 y b#0

a) M(a,b).D(a,b)la.b

Demostracidn:
Sabemos que al a.(b:D(a,b)), bl (a:D(a,b)).b y ademis

ala.(b:D(a,b))Abl (a:D(a,b)).b= al (a.b):D(a,b)A bl (a.b):D(a,b)=M(a,b)| -
(a.b):D(a,b)ﬂM(a,b).D(a,b)la.b

b) a.bl M(a,b).D(a,b)

Demostracién:
Sabemos que a.{(M(a,b):a)=b - (M{a,b):b) y ademis
a.(M(a,b):a)= b.(M(a.b):b)=D(a,b).(a:D(a,b)).(M(a,b):a)= D(a,b).(B:D --

(a,b)). (M(a,b):b)”(a:D(a,b)).(M(a,b):a)=(b:D(a,b)).(M(a,b):b);a:D(a,bN
M(a,b) :b=al (M(a,b):b).D(a,b)=a.bl M(a,b).D(a,b)
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1.- Por 1.18 y 1,19

1.21.- a=b.c+d=D(a,b)=D(b,d)

En efecto:

a=b. C+d=¥ (xIanIb”xIbeld)= ¥ (xID(a b)+xi D(b, d))*V (x€b(a,b) ‘»x€D - -
(b,d) " )’D(a b)“=D(b,d) "= D(a,b)=D(b,d)

1.- Por 1.7, 1.8 y 1.9
2.- Por 1.1

1.22.- cla.be Ex y(c=x.yAxlaAbi)

En efecto:

12, - cIa.b=3x’y (c=x.yAx| aAyl b)

Demostracién:
a) Si c=0
cIa.b=0la.b‘0=a.béc=a.bAalaAblb=3x,y(c=x.yAxIaA yl b)
b) Si c#0
cla. b=3 (c=x.yAx=D(c,a)A x.yl x.(a: x). b)$ 3 (c=x.yA x=D(c,a)A yl (a:x)
b)% 3 )(,c x.yAxl aA yl b) g
1.- Por 1.12, ya que x#0
Z.- Por 1.18, ya que D(a:x,y)=1 (1.19)
29, - Ex,y(c=x.yAxlaAylb)”cla.b (1.11)
1.23.- D(c,b)=1=D(a.c,b)=D(a,b)

En efecto:
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Supuesto D(c,b)=1

D(a.c;b):-D(a,b): (.1

Demostracidn:

x€D(a.c,b)" .- xl D(a.c,b)* xl a.cA xlb°3 .z (x=y. zA yl aAz| c)A xlbé_jy . "o
(x=y.zAylaAz=1)A x| b* x| aAx| bex| D(a, b)*xED(a b)

1.- Por lo supuesto, ya que zlc y z|lb; luego zl D(c,b)

1.24.- D(b,c)=1=D(a,b.c)=D(a,b).D(a,c)

En efecto:

Supuesto D(b,c)=1

D(a,b.c) =(D(a,b).D(a,c))’
Ya que:

a) x€D(a,b.c) = x€(D(a,b).D(a,c))"

Demostracidén: .

x€D(a,b.c) =x| D(a,b.c)= xIanIb.c=’x|aA3y z(x=y.zA beAle)=’3y Z(X=)’-Z -
A yl aAyl bA z| aAz]| c)= EY Z(x=y.szlD(a,b)A le(a,c)); x| D(a,b).D(a,c)= -
x€(D(a,b).D(a,c))’

1.- Por 1.11

b) x€(D(a,b).D(a,c)) = x€D(a,b.c)’

Demostracidn:

x€(D(a,b).D(a,c))" ‘= x| D(a, b).D(a, c)=j (x y.zAyl D(a,b)A zID(a c))=":ly’Z
(x=y.zA yl aAyl bAzl cAz|a)y= 3 L (x=y. zA y|z (a z)A beAzIC)” Y, Lx=y.za

YI2:2 Axi b.c)=x] aAxl b.c=x| D(a| ’. c)=x€D(a,b.c)’
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1.- Por 1.18, ya que D(y,z)=D(b,c)=1

1.25.- a.M(b,c)=M(a.b,a.c)

En efecto:

a.M(b,c)é a.((b.c):D(b,c))=(a.b.c):D(b,c)=(a.b.a.c):(a.D(b,c))i((a.b).-
(a.c)):D(a.b,a.c)=M(a.b,a.c)

t.- Por 1.20
2.- Por 1,17

2.- Induccidn del orden reticular | a operaciones con estructura reti-

cular,
El orden reticular | en N (1.16), induce unas operacioncs con es-

tructura reticular en N(A.I-X-7) que son las operaciones internas bi-
narias u y 8 definidas de la siguiente manera:

Dados cualesquiera a,beN

aub=M(a,b)

aéb=D(a,b)

Se cumplirian entonces (A.I-X-5), siendo a,b,c&N

Al.— apya=a A .- asa=a

L
A, - aub=bua A, .- asb=bsa
A," au(buc)=(apb)uc A;.- as (béc)=(asb)sc
A4'_ a.(aéb)=a A:.- as(aub)=a
Propiedades:

Aparte de las propiedades anteriores se cumplirfan, siendo a,b,c€N,
las siguilentes:
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2.1.- La estructura reticular es distributiva (A.I-X-9.1)

1.- au(béc)= (aub)s(anc)

2.- aé(buc)= (aéb)u(asdc)

En efecto:

Demostracién de 1-

N

. 2
au(bdc)i adbdc.a‘u(b‘dc‘)=adb6c.a‘.(b’dc‘)i adbéc. a”.(b":a"8b")6c = --
adbdc.a‘.(b‘:a‘db‘)d(c‘:a’dc‘)g adbdc.(a‘.b‘:a’dbf)d(a’.c‘:a‘dc’)gadbéc.
{a”ub”)6(a"uc”)Z(aub)é(auc)

1.- Por 1.17 y 1.25, siendo a=(aébéc).a”,b= (adébsc).b” y c=(aéboc)c”
(suponemos que . separa mis fuerte que § y u)

2.- Por 1.20, ya que a"éb"8c”=1, pues aébéc=(aébsc).{a"sb"8c")
3.- Por ser (a”éb7)&8c”=1 (1.23)

4.- Por ser (b’:a‘db‘)d(a‘dc’)g b"6(a"6c”)=a"8b"8c"=1 (1.23)
* Por ser (a"éb”)6(a”éc”)=a"sb " 6c”=1

5.- Por 1.17
6.- Por 1.20

7.- Por 1.17 y 1.25"

Demostraci6n de 2.-

ad(buc)=adb6c.a’d(b‘uc‘); adbdc.a‘d(b‘dc’.b”uc”)% adbdc.a’d(b".c”)g aéb
§c. a“éb".a"6c = adbdc.((a‘db”)u(a’dc”)g adébéc.(a”6((b"6c”).b"))u(a"é
((b7"8c”).c"))= adbsdc.(a"sb")u(a"sc”)=(adb)u(asdc)

1.- Por 1.25, siendo b"=(b"8c”).b" y ¢"=(b"8c”).c"
2.- Por ser a"&8(b”“8c”)=1(1.23) y b"éc"=1 (1.20)

3.- Por ser b"éc"=1 (1.24)

4.- Por ser (a“éb")s(a“éc')= a"§(b"éc")=a"61=1 (1.20)

5.- Por ser a“§(b”"8c”)=1(1.23)
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2.2.- La estructura reticular tiene elemento infimo (A-I1-X-9.2)
Tua=a (A.1-X-9.2.1)

18a=1 (A.T-X-9.2.2)

En efecto:

Ya que el reticulo tiene al elemento 1 como infimo (1.3)

2.3.- La estructura reticular tienc elemento universal (A.I-X-9.3)
ap=0 (A.1-X-9.3.1)
asti=a (A.1-X-9.3.2)

In cfecto:
Ya que el reticulo tiene al elemento 0 como universal (1.4)
2.4.- No simetrizacidén en y salvo el 1

aub=1=a=1Ab=1

En efecto:
apb=1=al 1Abl 1= (al 1A1] a)A(bl 1A1] b}= a=1Ab=1
2.5.- No simetrizacién en § salvo el Q

adb=0=a=0Ab=0

En efecto:

adb=0=0! aAOl b= (Ol aAal 0)A(0! bAbl 0)=a=0Ab=0

3.- Niameros primos

Dado un conjunto natural N, llamamos n@meros primos de €1 a los per
tenecientes al conjunto P siguiente:
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p={xl x'={1,x}} (los que s6lo son divisibles por si mismo y por 1)

Los nGmeros no pertenecientes al conjunto P (no primos)les llamamos
compuestos.

Evidentemente 1€P y O#P

Propiedades:
Siendo a,b,c,m,n€N, se cumplen

3.1.- P-{1}#0

En efecto:
2€P-{1}, pues 2°={1,2}
Ya que:
XE2 wx| 2%x] 2Ax< 2%x=1Vx=2%x€{1,2}

3.2.- a€PAa¢b=aéb=1

En efecto:
a€PAatb=a’ ={1,a}Aa®b =a Nb’={1}=asb=1
3.3.- Siendo a€p

al b.c=al bval ¢

En efecto:

1
alb.c*Bx,y(a=x.yA x| bAy| cA(x=a V x=1))= 3x,y(a=x.yAx|bA x=a)V Bx y(a=x.y

»

Ayl cA x=1)= alb V al ¢

1.- Por 1.22 y cumplirse que xla



3.4.- Siendo a,b€P, a¥1 vy n¥o

al bM=aab

En efecto:

Demostrémoslo por induccién particular sobre n en el conjunto N-{0O}
que tiene a 1 como minimo

. n 1
12.- Si n=1, alb  =al b= a=b
1.- Por ser bEP y a#l

22.- Si se cumple la propiedad para n=m, (m#O) entonces se cumple para
+
n=m

Demostracién:

.
al 8™ =al b™.b=al b™ V a} b=a=bVa=b=a=b
3.5.- Siendo a,b€P, a#1, n#0 y m#0

a™ b™=a=bAn<m
En efecto:
a) a"l bM=a=b

Demostracidn:
m
a”l b™=> al a™Aa™| b™=al b™=a=b

b) a"l bM=n<m

Demostracién:

1 2
a" b™=sa"< bMAa=b=a"< a™ > n<m
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1.- Por 1.5

2.- Por I1-5.7 y 11-5.9

3.6.- a¢P=3x(x€P-{l}AxIa)

En efecto:
. . 1
agp=a’-(1,a}#0=b=min.(a’'-{1,a})= bE P-{1}A bl a=3 (xEP-{1}A x| a)

1.- Si bgP-{1}, entonces b:—{l,b}#ﬁ, min. (b:-{l,b})Ea:-{l,a} y min.
“(b"-{1,b})< b, lo cual es imposible.

3.7.- ¥ (x€P-{1}Ax"<a-x4a)=a€p

En Efecto:
Demostrémoslo en forma contrarreciproca

agP=3 (x€P-{1}A x’< aA xl a)

Demostracidn:
a¢p$gx(xep-{1}Ax.(a:x)=an<a:x)=3x(xep-(1}A x'<aA x| a)

1.- Siendo x el minimo nGmero primo distinto de 1 que divide al na-
mero compuesto a, y a:Xx un nlmero compuesto o primo distinto de 1

3.8.- El conjunto P es infinito

En efecto:

Si P fuese finito (P#@), entonces existirfa un“n€N-{0} y una biyec-
: < - 1 N
cién a:n P(1-6.2.8), y puesto que ¥x<h(ax< 1+ gn ax),serla 1+ En ag
&P y ademis x x

1+ T o & P=3 (yeP-{1}A yl 1+ Ml a_)> 3 (yeP-{1}A yl T a_ A yl 1+ 1

x<n X Y x<n X y(y Y x<n X Y x<n Gx)

2

23 Ayl 1)= 1A y=1
y(y#t yl 1) 3y(y# y=1)

— 13—



- > 3 1 1
1.- Por ser vy primo, y es un elemento de la familia (ax)x<h

2.- Por 1.8
luego se cumpliria Qy (y#1Ay=1) lo cual es imposible

3.9.- El conjunto P es isomorfo al N

En efecto:
por [-0.2.5.1

kn adelante mencionaremos este isomorfismo mediante la biyeccidn -
p:N—P, y al conjunto P de nGmeros primos mediante la familia (pX)XEN

4.- Familias primas

Dado un conjunto natural N y el conjunto P de sus nGmeros primos, -
llamamos familias primas a las familias del tipo (uz x)x<h‘ en que a“€N-
{0}, o es un monomorfismo de a”“< en P-{1) y a” una aplicacién de a”< en
N-{0}

Propiedades:

4.1.- Siendo b&€P-{1}, m#0 y (az x)x<h‘ una familia prima
M o o%x= 3
<a X x<a

En efecto:

. (6™ g x)

Demostrémoslo por induccién particular sobre a” en el conjunto ----

N-{0} que tiene a 1 como minimo

9 . @i acs m a” m _ag m a
12.- Si a"=1, b 'xga‘ a, x= b |ao ='Elx<a,(b lax x)

2% .- Si se cumple la propiedad para a”=s (s#0), entonces se cumple para
+
a

=5

Demostracién:

— 14—



- PRI - - -
m a m a ag m a m ag m ax m
b1 N ayx = bl N a X .a = b1 Il a X Vb Ias ‘3x<5 (b lax Jvb

_x<s* n x<s s x<s
s !
ag”™ 3x<s+ (b Ia% x)
1.- Por 3.3, bl 1T aix s} blazs pero no a los dos simultaneamente,

. XS5, . . .
ya que la aplxcacfon ade a”“ en N es inyectiva; luego b" es primo
con uno de los dos factores (1.18)

4.2.- Descomposicién de un niimero en factores primos

<aY solamente una

Siendo a€N-{0,1}, existe una familia prima (aix)x

tal que a= Il o %y
x<a” X

En efecto:
1.- Existencia

Demostrémoslo por induccién general sobre a en el conjunto N-{0,1}

que tiene a 2 como minimo

) . 1 z
12.- Siendo a=2, a=2=2 in qix
x<a~”
1.- En que a”=1, ao=2 y a6=1

22.- Siendo a#2 (2<a); si se cumple la propiedad para cualquier b<a tal
que 2<b, entonces se cumple para a

Demostracién:

a) Si a€p

. .
a= I o%x

x<a” X
1.- Siendo a“=1, a,=a y a;=1
b) Si a¥p

1 s -
a=b.c= I px‘ﬁx i a;‘(x
x<b~ x<a”

1.- En que c es el mayor nfimero primo que divide al ndmero a y por -
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lo tanto b<a
2.- En que

a) Si clb, a”=b”, ¥x<b’(ax=sx)’ Vx<b,_‘(a;=8;) y a;,_‘=\+8 a”-1

b) Si c4b, a“=b7+1, ¥x<b‘(°x=BxA a; =B;), 0p-=C Y a6,=l

2.- Unicidad

. . B . .
S1endq (Bx x)x<b‘ una familia prima

a’x_ B x LA W -a- -=g~
xga‘ux x_xgb‘ B, T = a bIA ¥ - (o, BXA a =8 <)
Ya que:
a) L oa% x= T sil" = a=b"

x<or X x<b”

Demostracién:

- - - - 1
M o -0 gBfx= M a% =0 858% A (a"=b"va"< b"V b"<a’)~ a"=b~
x<a” X x<d~ x<a” x¥ X

.- Si a"< b"(b"< a”), entonces existiria algun divisor primo de --

nogfx(n o ®X) que no lo serfa de su igual M o %X (1 g Bx)
p . O - s Fx
x<b X x<a x<

ax . Bx - c- g~
b)xl<la’ax xgb‘ By X = Moy-(a, =B A az= 8])

Demostrémoslo por induccién particular sobre a” en el conjunto N-{0}
que tiene a 1 como minimo

s a”, _ 308 a” 8o _ - g~ .
12.- Si a —DH e X = n ,Bx X= a " o —Bo = ag= BoAag =B vx<a‘
Aa x<b
(ax=8anx=Bx)
22.- Si se cumple la propiedad para a”“=n, entonces se cumple para a”=n"

Demostracién:
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n o *x=1il 8 Bx= Nl a %x.a %1 =1 38 Bx .BBB =T o % =1 8 Bhp,® n
x<n” ¥ x<n* X x<n ¥ n x<n X n x<a X x<n ¥ n

By T ¥acn(agmBA ay =B A (ap=8 Aoy Bp) =¥+ (8B A af Bx)

1.- an(Bn) es el nimero primo miximo que divide al nGmero a
s H 85 i1ias pri
4.3.- Siendo (ax )x<a’ y (BX )x<b‘ familias primas
N %% | 10 g By 3 Aa” < B7)
Y. x Y

P - (o =B
x<a~ X yb” <a y<b X y x

En efecto:

a) M o % | M 5y3y=;}

Aa"< B°
)(<21’OLX y<b~ yox By)

x<a” 3y<b‘ (ax=8

Demostracidn:

Moo 1 N by =y _ (a1 gbf )by _ .3 _ . (% 18.°%)
<a- X y<b x<a X y<b” y x<a y<b X y
2
= Vx<a’ gy< b‘(a)(:ByA cLx< By)
1.- Por 4.1
2.- Por 3.5
. . - B”
b) ¥ _ . 3 _ .(a.= BAa’<B  )=0 o %1 NI B "y
x<a y<b X y x Y ox<as X y<b~ y
Demostracién:
: 3 S B Aol < g )=V 3 (a=gAa'<e‘Ana°‘§
Ye<a” y<d~ (= 8y ay <6 y) x<a” Ty<d U PyT Tx T YU - X Trcan

By -ax | n B, a” B,
X B.EY)=M a “x | I 8 °Y
X vy~ Y x<a” ¥ y<o Y

1.- Por III-3.23.1
4.4,.- Siendo (a OL‘X) y (B B; ) familias primas; si ( Y’)
e X x<a” x x<b” P ’ Yx X/x<c”
es la familia prima cuyas bases son las distintas bases comunes o no co

munes a las dos anteriores y cuyos correspondientes exponentes son el -
mayor de los correspondientes a las bases comunes o el correspondiente a
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la base no comin, entonces
myYx =nm o x yn g BX
xc”*  x<a® X x<b- X
En efecto:
a) M % | M Y% ynm gBx | m  yYx
x<a® X x<c” X x<b” X x<c- X
b) Siendo n€N
M o®xXinA n g% n= m y Yxin
x<a” X x<b” X x<c” X

' Demostracién:
. Yo
Por la construcci6n de (Yxx)x<b‘ y por 4.3

. al By s .
4.5.- Siendo (a_Xx . X . famili rimas con alguna base co-
(0 X)) yca- ¥ (B <y as p g
min; si (Ex)x<é‘ es la familia prima cuyas bases son las distintas ba--
ses comunes a los dos anteriores y cuyos correspondientes exponentes --
son el menor de los correspondientes a las bases comunes, entonces

M efX =1 o% s m g3
x<e® X x<a X x<b” X

En efecto:

a) N eSx | M o%% y M efx B
. X . X . x| n B_"Xx
x<e x<a x<e x<b- X
b) Siendo m&N
Ml M % Amn X en o SX
x<a” x<b” x<e”
Demostracién:

. €y
Por la construccib6n de (ex x)x<e‘ y por 4.3
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