DIDACTICA DE LA COMBINATORIA

Antonio Gonzilez Carlomin

1.- Factoriales

Siendo N un conjunto natural; la aplicacién f:N-N tal que

n€N=f(n)s M (x+1)
x<a

recibe el nombre de aplicacién factorial y convenimos en representar --
abreviadamente, para cualquier n€N, f(n)=n;, que leeremos n factorial -

Propiedades:
Siendo n,=€N, se cumplen
1.7.- 0i=1
En efecto:
Oi» 1l (x+1)=1
x<0
1.2.- nj.(n*1)=(ne1)]
En efecto:
Ri.(Be1)s NI (x+1):.(net)=s N (x+1)=(n+1)}
x<a x<n+1
ni
1.3.- =<a=ni.(n-m)jin; (si =a, TGO € N)

En efecto:

Demostrémoslo por induccién particular sobre nen N
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?.- S8i n=0, m<n-'m<0-'mi.(n-m)i-Oi.Oi"mi.(n-m)z'l"mi.(n-m)ilni

29.- 5i se cumple la propiedad para n=s entonces se cumple para nes®
(s’-s+1)
Demostracién:

a) Si m=0

n<s . (s*-m) i=s” pemi. (st -m) il 87

b) Si m#0

m<s® ﬂm-s *vm<s* -m-s *y (m-1<sAm<s)-m=s V {(m- 1)I.(s(nr1)) IsiA l..(s B} i

ls,)” m=s V(m..(s -m).ls. .mAmi.(s -m)nls..(s -n))- n..(s -n).-s iV mi.

(s~ m).ls. s =mj.(s 'm).ls iV mi.(s -m)nls i"ai.(s -n)nls i

f.- Por VII-1.10"y por 1.2
2.- Por VII-1.7

1.4.- Siendo o una aplicacién de N en N

T agen= T (a 0)lni (si £ ac=n, Bi_ €N
x x x T a_i)

x<m x<m x<a %< X

En efecto: °

Demostrémoslo por induccién particular sobre m en N
12.- Si m=0, X uxan-o-nA o~ I (axi)lni
x<n x<m
22,- Si se cumple la propiedad para m=s, entonces se cumple para a=s’

Demostracidn:

b}

x£s+ ax-n-xis a va =n= = a,=n-a = xgs (axi)l(n~ds)i‘ xg; (uxl).asil
(n-us?i.usih (n-ag)i.o ilni= xl, (ayidini

* Citas del libro “Conjuntos Numéricos" (capitulo VII, apartado 1.10), de

préxima aparicién en el Servicio de Publicaciones de 1a Universidad de -
Oviedo.
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1.- Por VII-1.10 y por 1.3

2.- Nimeros combinatorios

Siendo N un conjunto natural; la aplicacién g:NxN-N tal que, para -
cualquier n,mEN

a) Si n<a, g{(n,m)=0
b) Si <, g(n,m)*plrmmr—(1.3)

define una operacién interna binaria en N, y convenimos en representar
abreviadamente, para cualesquiera n,meN,

g(n.n)=(f)
que leeremos n sobre m
Propiedades:
Siendo 2,b,n,wEN, se cumplea
2.1.- w<a=(8)=(522)
En efecto:

Supuesto =<a .

n; .
@- li.(n:n); . (i-l§;.(n-(n-n))i = (n"w)

2.2.-(g)=1
En efecto:

Como O<n

@~ a0 B " !
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Ce2.3.- (D=1
En efecto:
M=) ==
2.4.- (‘1‘)=n
En gfecto:
a) Supuesto n=0
(Pr=(9)=0=n
b) Supuesto n#0 (1<n)

M=

7 nj e« (M-)i.n = n
1. (n-1)1 (n-1)i

2.5.-  (®+@ID=@D

En efecto:
a} 8i n<a

como entonces n<m+l y n+1< m+l
(B)+(nB71)=0+0=0=(8%])
b) Si n=m

Como entonces n<m+¢1l y n+lsmel
@)+ @, =1+0m1=(B])
c) 8i

Como entonces m+1<n y m+1<n+]
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(R s nj ni e Ri.(m+l) _ni.(n-mj
@ (5.1? ni.(n-m); ¢ (me1);.(n-(m*+1)); m+1)i.(n-mli *fmil)l.rn-mji
n;.(n+i)’ o (D1} -@h
(m+1);..n-a),; (me1}i.((m+T)-(m+T]] 1 m+

2.6.- (asb)"= = (p).a""*.p¥
x<p+1

En efecto:
Demostrémoslo por induccién particular sobre n en N
19,5 5i 00, (a+b)®=1=(P.a" 0% z (3. FHF
x<n+1

2%.- Si se cumple la propiedad para n=m, entonces se cumple para nem’

Demostracién:

(a+b)* e (a+b)™. (avb)= (Z l(*,lg).a“‘"‘.b").(a+b)-( 2 (D). FM). as

+ +
(z (}).a"x.bx).b- ; (9).am X pX L, 3 fﬂ)_am#-(x+1)-bx+l' (8)
x<a+1 x<m+] :

x<m+1
L d

a% b0 & (x51J.a"'[x']).bx'1o b (Q).am"("l).bx’1’(53-ao.bm'1
X +
("51).am 600z (2. AT e T Xty (megy a0 s Z.gnaet
X X
Rt WIS LR S 1 UPLIRC N
x<a* +1

t.- Por 2.2, 2.3, 2.5 y I11-1.21.1
2.7.- Siendo g una aplicacién de N en N (BENN), w#0 y

<
Fe {alo€X™® A I “x'n}' entonces
x<a

(z sx)“- b 2 G"E . moBd%) (1.4)
x<n a€F _1xi) x<a

En efecto:

Demostrémoslo por induccidén particular sobre m en N-{0} que tiene a
1 como minimo
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1 a ni Lo - R s
qe.. sim=1, (I B )80 = Z- BJo= I (57-8,°) = (—Higgy- 1)
! B (xq x) 8o a€F © a€F %' °  «afF xqs“x‘ x<a *

<
1.- a€F*aeNT A o =n
29,- Si se cumple la propiedad para m=s, entonces se cumple para n=s’
Demostracidn:
. 4 . m<
Siendo, para cualquier y<n, F ={ala€N A I a =n-y}
4 xa *

T )% (z B +8)" T (M.(Z B)"TN=Z (M. ---
(x<s* x (x<s xUS8T v 2 (xQ x ST y<ne Y

+1 aEFY
({n-y)i . 0 g% ),p¥ys = T (N (n-y)i n g °x.g))
T (o i x s Yi-(m=y)i T (a_i)" L
<<s X x<s y<a+1 uEFyy l x<3( i) x<s )
> E (i .n g% gNy= T (B0 3X)
y’<ﬂ"'1 uer x<s le Y x<s x S a€F <s* uxl o X

1.- Para cualquier y<n+1 y para cada correspondiente oEFy serfa --

as-y

3.- Variaciones con repeticidn_

Dados dos conjuntos finites no vacfos A y B de cardinales a y b, --
A%=a y Bo-b; llamamos variaciones con repeticiém de A en B a las distin
tas aplicaciones de inicial A y final B.

Convenimos en representar al conjunto de tales aplicaciones peor VR;
(también por BA) y al cardinal de tal conjuato, (VRQ)? por VR:

Propiedades:

3.1.- Siendo A,B conjuntos finitos no vacios, a=a® Yy b=B®
vR2=p?
b
En efecto:

°
ng'(YRQ)o'(BA)e 1 a8
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1.- Por IV-2.3-12 y IV-2.3.20
3.2.- Aplicaciones de Boole

Dado el conjunto E={0,1} con las operaciones +, . ,* que le dan ca-
rftter de algebra de Boole (A.1-x-11) y, siendo n€N, dada una aplicacién
<
£:E"'=¢ (aplicacién de Boole); si C={al a€VR(Z*V A £(a(0),a(1),... --
aFn))Tl), entonces f(xg,xl, .:.xn)-aéc ign¢1 Yita(i) en que )'i,m(i)-x.1 -
si a(i)=1 6 yi’a(i)' x; si a(i)=0

En efecto:

?ustiguyendo (xo,x‘, ...xn) por (8(0),8(1), ...B(n)) para cualquier
n+l) s ™
BEVR 2< . f(xo.xl ...,xn) toma el mismo valor que aéC igh41 yi,u(i)

Demostrémoslo teniendo en cuenta los siguientes casos
1%.5 Que BEC

En este caso, por definicién de C, f(xo,xl, ....xn) toma el valor 1
t i zZ n . Ao n . t 1 1 1 -
y también o Yx.u(x) ya que L yx’B(i) oma el valor 1, por
tomar dicho valor cada uno de los n+1 factores, y para cualquier o€C tal

que of3, I 7ir a(i} toma el valor 0 puesto que uno por lo menos de -
i<a+1
sus n+1 factores toma el valor O

2%.- Que B8€C

En este caso, por definicién de C, f(xo,xl,....xn) toma el valor O y
también éc 'ﬂ . Yi*a(i) * ya que para cualquier a€C, _ﬂ .\ Yi, aliy to
sa el vafer 6<¥ulsto que uno por lo menos de sus n+l fa&fgrés toma el va
lor O

3.2.1.- Si D-(uIaEVR(g:1)<A f(a(0),a(1),....a(n))=0}, entonces f[xo,xl,

.;_.__xn).agb iinol 2ir g(i) OB AUE 2. 04y%K; 31 a(i)=0 6z, 4(4)"
x. si af(i)=1
1

En efecto:
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Definiendo la aplicacibn g:En*'*E tal que g(xo,x', ...xn)t f(xo’x.’
*
....xn) , tendremos:

B - f " ez mo oy
(xo,:i:.....xn)- (xg,xl,...;xn) g(xo,xi, ceeXp aED s<ael i®

. .) = N = Y. N = J1 T Z., .

ald) aep i<aet 170 Tiep je 1T ald)

1.~ Por 1I-7.2
2.4 pPor definicién de g
3.- Por 3.2, ya que D={u|uevngn")‘ A g(a(0),a(1)s....ala)=1}
4.,- Por 111-3.23.5 y III-3.23.6
s - : &®
S.- Por definicién de Ziv g(i) Y SeT Xy °Xj

4.- Variaciones ordinarias _

Dados dos conjuntos finitos no vacfos A y B de cardinales 3 y b en -
que a<b; llamamos variaciones ordinarias de A en B a las distintas apli-
caciones de A en B que sean inyectivas.

Convenimos en representar al conjunto de tales aplicaciones por Vg -
y al cardinal de tal conjunto, (Vg)e, por V:

Propiedades:
Siendo A,B conjuntos finitos neo vacfos, a=A® y b=B®

4.1.- Siendo a< b

A
vg < VRy

En efecto:

Por definicidén de V“, vRA y existir aplicaciones de A en B no imyec-
B
tivas

4.2.- Siendo a<d
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a b

\bsis-ai;
En efecto:

Dezostrémoslo por induccién particular sobre a en N-{0} que tiene a

1 como minimo (1-6.4.20)
<
o 3 b-1)i.b_ . _bj
1#.- 5i a=1, VE=(vH)®= (v, )% =b= 5oy TB-aTi

1<
1.- Cada aplicacibén de Vb< asigna al elemento O cada uno de los ele

< h
mentos de b e inversamente

+
2%.- Si se cumple la propiedad para a=c, entonces se cumple para a=c

Demostracién:

Supuesto c'<b y por lo tanto ¢<d

* 1 2 - b.'(b_ J - b'
V; - v:.(b'C)"(r)—b_lc : .(b-c)= (b_‘co)i?(b_c) (b'(l:’)i

<
.- Cada aplicaci6n<uEV§< produce, por extensién, b-c aplicaciones
<
distintas Bevfz _tales que ¥x<b (8(x)=a(x)) y siendo B(c) cada
uno de los b-c elementos distintos de b‘-a(c‘). e inversamente
2.- Por lo supuesto, ya que ¢< b

4.3.- Siendo a=b

1- Las aplicaciones de Vg son biyecciones

2= V;-ai
En efecto:
Demostracién de 1-

Por 1-6.4.14
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Demostracidn de 2-

v3e bl .2l . _ai
b (b-a)i (a-a)i Oi

5.- Permutaciones Ordinarias

Dado un conjunto finito no vacfo A de cardinal a; llamamos permuta-
ciones dordinarias en A a las distintas biyecciones de A en A. Convenimos
en representar al conjunto de tales biyecciones por PA y al cardinal de
tal conjunto, P(A)e, por Pa

Otras definiciones ligadas a la anterior:
Supuesto A bien ordenado por el orden <
a) Sucesiones e inversiones de una permutacidn

Dada cualquier permutacién ordinaria “EPA' llamamos sucesiones en --
s a cada elemento pareja del conjunto

5= ()l xy A a(x)< a(y)}
Llamamos inversiones en a a cada elemento pareja del coajunto
Y, (%, xFA a(x)> aly))

Y por medio de &1 definimos la aplicacién 1:PA*N, tal que nEPA‘i(o)-
-Y:, que nos da el cardinal de las inversiones de cada permutacidn.

b) Permutaciones ciclicas

Una permutacibén a en A es una permutacién ciclica si, siendo O y m -
respectivamente el minimo y méximo en A, se cumple para cualquier x€A:

12.- 5i x<m, a(x)=x’

2%,- 'Si x=a, a{x)=0
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¢) Trasposiciones en A

Una permutacibn ordinaria o en A es una trasposicifn, si existen dos
elementos distintos b,c€A tales que, para cualquier x€A, se cumple:

1?2.- Si x=b, a(x)=c
2%.- 8i x=c, a(x)=b

3t.- Si x€{b,c}, a(x)=x

Cuya trasposicién decimos es de b en c. En el caso de que b =c deci-
m0s que la trasposicidn es sucesiva en b

Propiedades:

Siendo A un conjunto finito no vacfio bien ordenado de cardinal a, -~-
que podemos considerarlo sumergido en el conjunto natural N(AQN), y «, -

8, YEPA
S.1.- P *ai

En efecto:
$.2.- Siendo O y m respectivamente los elementos minimo y mdximo en A; -
n,bEN y representando r (b,m+1) el resto entero de b entre m+l, se cum--
ple para cualquier x€A, siendo a una permutacién ciclica

a

e (x)= r(xen,m+l)

En efecto:

Demostrémoslo por induccifn particular sobre n en N

1

12,.- Si a=0, a"(x)= ao(x)- XA(x)-x-r(x,m+1)- r(x+n,m+1)

1.- Por A.1-VI-7.15 tenemos definido en P, una operacién producto, -
con IA como elemento neutro, que induce una operaciém potencia -
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de exponentes naturales como se indica en II-6.

?,- Si se cumple la propiedad para n=s, entoances se cumple para n=s"
Demostracibn:
a) Si s'=1
a.1) Siéndo x<m
ns*(x)-a(x)-x"(m+1).0+x'-r(x'1.m‘l)-r(x+s',m+1)
a.2) Siendo x=m
a5¢(x)-u(x)-0-r(x+1,l*1) sr(x+s’,m+1)
b) Si s™>1

o5 (x)= (a%.a) (x)= a(a®(x))= a(r(x+s,m+1)=T(F(x+s,m91)+1,me1)ar(xes’, --

m+1)
1.~ Por II-3.32.7
m+1
5.2.1.~ a I,
En efecto:
L
Para cualquier x<m
am’1(x)'r(x+m+l.m*l)-x-IA(x)
5.3.- Siendo Y una trasposicién
Yey=I,

En efecto:

si Y ©s una trasposicién de b en ¢
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PP (v.v)(b)=v(¥(b))= Y(e)=b=1,(b)
2. - (y-v)(c)=v(¥(c))=y(b)=c=I,(c)
32 .- Siendo x€ (b,c}

(vev) ()= (v (xey(x)=x=1, (x)

5.4.- Si Yafﬂ. entonces existe una trasposicifn sucesiva y tal que ~---
i{v.a)=i(a)-1, siendo a una permutacidn cualquiera

En efecto:

a) S5i fuese b la méixima primera componente de Yu' entonces (b,b’)EYcl

Demostracién:

Si (b.b')ﬁ Yu. entonces a(b)< a(b') y como existe ¢ tal que b<c y --
a{b)> a(c), resultaria que b'< ¢, a(c)< a(b)< u(b'] ¥ por lo tanto (b+,
c)E Y° en contra de lo supuesto.

b) Si v es 1la trasposicién de b en b"*

iy-a)=i(a)-1

Demostracién:

Como a(b)>a(b®), (v.a)(b)= a(y(b))=a(b*) ¥y (v.a)(b*)=a(y(b*))=a(b),
resulta que (y.a)(b)< (y.a)(b’); luego la pareja (b,b*), cuyas componen-
tes son los Gnicos elementos de A que tienen imfgenes distintas respecto

a las aplicaciones a y y.a, es inversibn respecto a la biyeccién a y.su-
cesién respecto 3 y.a

5.5.- Siendo a y 8 dos perautaciones ordinarias cualesquiera
i(a.B)E 2% i(a)+i(B)E 2

Ea efecto:
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Demostrémoslo por induccién particular sobre i(a) en N

2.. 8i i(a)=0, entonces a es la identidad (a-IA) ¥y i(u.B)€ﬁ°i(s)Ei° ~-
i(a)+i(B)€2

9.. Si se cumple la propiedad para i(a)*n, entonces se cumple para ---

i(ay=n"
Démostracidn:

Siendo ¥ una trasposiciém sucesiva tal que i(y.a)=i{a)-1 (5.4}, en-
tonces :
’ 3

i(a.B)€ 2 . i(y.(a.B))E 2=i((v.0).B)E 2> i(r. a)+i(B)E 2 = 1(a)+i(5E2

1.- Al ser y una trasposiciém sucesiva, 1a permutacidn v.(a.8) tiene
una inversién mis o menos que la permutacién a.b

2.- Por lo supuesto, Ya que si i(u)-n', entonces i(y.a)=n
3.- Por ser i(y.a)=i(a)-1

5.6.- Si y es una trasposicién cualquiera, entonces i(y)ﬁi
En efecto:

Si vy es la trasposicién en b,c(b<c), por ser y(b)=c>bey(c), enton--
ces las Gnicas inversiones de y son:

12,- Todas las parejas con primera componcnte b y segunda cada elemento
de los c-b elementos del segmento }b,cl

2¢2.- Todas las parejas con segunda componente € ¥ primera cada elemento
de los c-b elementos del segmento [b,el

Como la pareja (b,c) es la Gnica que pertenece simultéineamente 3 --
las parejas de 12 y 2%, el nGmero total de ellas serd i(y)=2.(c-b)- 1€2

5.7.- Llamando T al conjunto de las trasposiciones sucesivas en Py ¥ ~--
siendo a una permutacibn cualquiera distinta de la identidad (i(a)#0),
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entonces existe un nfimero natural n y una aplicacién 1 : n< =T tales que

a= I 1

x<a *

En efecto:

Demostrémoslo por induccibén particular sobre i(a) em N-{0} que tiene
a 1 como mfnimo

1%.- Si i{a)=1, entonces a€T y ast = n " n Ty
x<1 x<a

Ea que a=1 y 1,70

2%.- 5i se cumple la propiedad para i(a)=s, entonces se cumple para ---
i(c)-s'

Demostracibn:
Siendo y una trasposicién sucesiva tal que i(y.o)=i(a)-1, entonces
1

U'IA-G‘(Y-Y)-G'Y-(Y-H)' Y. xgs T"‘.T°'xgs LI n,

1.- Por lo supuesto, ya que i(y.a)=s
5.7.1.- Sia= T ¢

x<n X
i(a)€2= I i(r )€ 2
x<n
En efecto:

Demostrémoslo por induccibn particular sobre n en N-{0} que tiene a
1 como minimo

19.- Si nei
1(a)€2wi (1 )€ I i(r,)€ 2% T i(1 )€ 2
x<1 x<q

2®.- Si se cuaple la propiedad para n=s, entonces se cumple pars n=s*
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Demostracién:
: '°. 5 - . < : . N :
i(a)€ 2 1()(2!5+ Tx)E ?* 1(x25 Tx-1s)e 2= l(xgs Tx)* 1(rs)E ZC;Zs 1(rx)*1

(1y)€ zexi* i(1,)€ 2

6.- Combinaciones con repeticion

Daéos dos conjuntos finitos no vacios A y B, bien ordenados y de --
cardinales a y b; llamamos combinaciones con repeticién de A er B a las
distintas aplicaciones de A en B que sean homomorfismos del buen orden
normal en A al buen orden normal en B.

Convenimos en representar al conjunto de tales aplicaciones por CR% Yy --
al cardinal de tal comjunto, (CRQ]e. por CR:

Propiedades:

Siendo A,B conjuntos finitos no vacfos bien ordenados, a=a® Y b=s®

A A
6.1.- CRy C VRy

En efecto:

Por definicibn de CRQ, VRQ y existir aplicaciones de A en B no homo-

morfas
a a+1l a+l
6.2.- CRy,; * CRy™'= CR
En efecto:
< < 1 < H
CRE,; + CRETT = (CRYy < )°'(CR,(,:H) )® - (CR?b~t)<UCR$ﬂ)<)° = (o
< <
a€cR(3* D" A a(a)=b}ulal a€R(2* D A a(a)ph)?=(cr{2* 1) )% crdl]
(b+1)° (be1) < (be1)™

1.- Por IV-2.1.14
<

2.~ Porque (uluGCREg:1%< A u(a)-h)!CRa(’ < ya que a2 cada a del -
. r

primer conjunto asociamos unay solamente una 8 del segundo til que
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¥oca (8(x)=8(x)) e inversamente ,y ademis {af a€CR(2*] )< Aa(a)fbl=

CR(a*1)< (b+1)<
b<
6.3.- ca2» (P*2°1
En efecto:
Demostrémoslo por induccién particular sobre b+a en el conjunto ---

N-{0,1} que tiene a 2 como mfnimo
1 . -
1-.- $i bea=2, entonces b=1 y a=1, y CRg-CR1- 1-(})-(1’} 1)-(b’: l)

< 5
1.- La Gnica aplicaciba de CR:< es la que asigna al elemento O el -
elenmento 0

2% .- Si se cumple la propiedad para b+a=c, entonces se cumple para bra=c
Demostracién:
Supuesto beanc®

a) Si as}

crpecgy = b= (=(>*] N

1.~ Cada aplxcacxén de CR1 asigna al elemento O cada ‘uno de los --
elementos de b° e 1nvgrsamente

b) Si be=i
e I LT L Ghti LY Gl

1.- La ﬁn:ca aplicacién de CR es la que asigna O a cada elemento -
1<
de a*

c) S5i 1Iay I<b

bO(::})—l),((b-i)O:-l) b+a- 2)'(b+a 2) _(b+a 1)

R A PR
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1.- Por 6.2

2.- Por lo supuesto, ya que b+{a-1)=(b-1)+a=c, puesto que b’a'c:bues-
to que bra=c’

3.- Por 2.5

7.- Combinaciones ordinarias

Dagos dos conjuntos finitos no vacios A y B, bien ordenados y de car
dinales a y b en que a< b; llamamos combinaciones ordinarias de A en B a
las distintas aplicaciones de A en B que sean homomorfas del buen orden
estricto en A al buen orden estricto en B.

Convenimos en representar al conjunto de tales aplicaciomes por Cg Y
al cardinal de tal comjunto, (Cg)e. por C§

Propiedades:

Siendo A,B conjuntos finitos no vacfos bien ordenados, a=a® Yy b=8%

7.1.- Siendo a< b
A A
CBC CRB

En efecto:

Por definicién de Cg, CRQ Y por existir aplicaciones de A enr B homo-
morfas respecto a los Srdenes normales y no serlo respecto a los Srdenes

estrictos

7.2.- Siendo a< b

A A
CBC VB
En efecto:

Por definicién de CQ, Vé, por 1-2.2 y por existir aplicaciones de A
en B inyectivas y no homomorfas respecto & los Srdenes estrictos
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7.3.- Siendo a<b

a , casl _cael
Cy * G Gy

+1

En efecto:

a *1 < < )
cloc*ls (cgaj o (V5o . (€3 u e H® 2 (ol uECE:":): Aa(a)=
(a+1 M .

bHufal a€c(3TH e A a(a)m))® (c{ar1))® - clll

1.- Por IV-2.1.14
(a+1)

<
2.- Porque (alaEC(b.‘)< A a(a)=b}= Cg< , Ya que a cada o del primer

conjunto asociamos una y solamente una B del segundo tal que ---

¥ (u(xl-s (x)) e inversamente, y ademis (alaécgaz}%: A a(a)#b}

- cbf'lJ

7.4.- Siendo a< b
a- &
En efecto:

Demostréaoslo por induccibn particular sobre b en el conjunto N-{O}
que tiene 3 1 como minimo

1?.- Si bw»1, entonces a~1 y

2o ] 15.b
Cb-c' - i= (l)'(a)

<
1.- La finica aplicacién de C:< es la que asigna al elemento O el --

elemento O
2%.- 5i se cumple la propiedad para b=c, entonces se cumple para bec®
Demostracidn:
Supuesto bec®

a) $i a=}
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a_ VL _b,_.b
Cp= € =b=({)=()

<
1.- Cada aplicacién de C;< asigna al elemento 0 cada uno de los ele
menetos de b e inversamente

b) Si a=b
al . _b
Gy = 1=()

1.- La Gnica aplicacidén de C]‘:: es la identidad

c) Si 1<a y a<b

al a-

! a 2 b-t b-1, ! /b
C " Cop * o1 = Gap) G ) = Q)

t.- Por 7.3, ya que a-1< b-1

2.- Por lo supuesto, ya que b-1=¢c puesto que b-c'. y ademfs a-1<b-1,
a< b-1

3.- Por 2.5
7.5.- Siendo a< b
u.EVA' 3..-A 3 (a=8.v)
B TBECy TyEPgay .
En efecto:
Supuestos A y B bien ordenados respectivamente por los 6rdenes <y <
a) asVh = 3. _ A 3 (a=B.Y)
B BECE “YEP,(A) .Y
Demostracién:
A A : cepa(A),2 - }
< A3d. - YT -
o€y = a€VA = a€Ch A D o ay T Cath)) Toach Feep, (@70

3 A 3 (a=B.Y)
BECB YEPB(A)

1.- Siendo a(A) bien ordenado por el orden <, induccifn por isomor--
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fia del orden < en A, y vy° el isomorfismo de a(A},< en a(A},<

2.- El producto de los dos homomorfismos o de A,< en a(A),<y v° de
a(A),< en a(A), < nos da un homomorfismo B de A, < en a(A), -
<"y por lo tanto de A, < en B, <" (a{A)C B), y ademas B(A)= ---
(a-7") (A)=y" (a(A))=a(A)

3.- Siendo ysy~~!

(a=B.y)= aEVg

b) 3.4 3
Eefh YEPg(A)
Demostracién:
Supuesto cierto el antecedente, entonces lo es el consecuente por --

A.1-VI-7.12, ya que 8 es inyectiva (I-2.2) y y es inyectiva por ser y --
una biyeccién

8.- Permutaciones con repeticidn

Dados dos conjuntos finitos no vacfos A y B de cardinales a y b en -
que 32b, una familia (8 } x<p ©h que BE(N- (0)) y Z 8 "3 llamamos per-
sutaciones con repetxc;én de A en B con la repetxéf%n (8 )x<b' despues -
de xden:xf;car A con a (Aaa )y B con b< (B=b ), a cada una de las apli-
cacjones GEVRB tales que ¥, (a” ((x))) =8y )

pA Convenimos en representar al conjunto de tales aplicaciones por ---
. 1 d d ¢ .
B/(Bx)x y al cardinal de tal conjunto, (PA B* (B )x< )7, por Pb'a%gx’b

Propiedades:

Siendo A y B conjuntos finitos no vacfos, a-Ao, b=B® y B8 una splica-
cién de X en N-{0}

8.1.- Siendo xzb ex-a

A
P‘;,(i‘)x@ cv R‘

Ea efecto:
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- A
Por definicidén de P (5 ) 2 VRQ y por existir aplicaciones de A -
en B distintas de las permutac1ones con repeticién de A en B con la re--

peticiée (sx)x<b

8.2.- Siendo I Bx-a
x<b

p3 Y
bo(6)rq U (Byl)
x<b

En efecto:

Demostrémoslo por induccién particular sobre b en el conjunto N-{0}

que tiene a 1 como minimo

12,.- Si b=1, entonces a-Bo y
1 Boi

R aj

P2y =1

b-(sx);q BOI n (Exi)
x<>

1.- La Gnica aplicacibn de P ? . (B) x<i es la que asigna O a cada ele
wento de B

27.. Si se cumple la propiedad para b=c, entonces se¢ cumple para b=c”

Demostracibn:
2 . .
1 oa-8c . ch I (a-B)i . _8l . _ e .2l _ _
Pee (Bodxer © e Cu(oix<e 0 n Pkl Bl TEET T (R,)-B
) IBxij
x<c*

1.- P ep?;
»= Porque o C“,(Bx)

-y < . A~ e D8 -Y(B )
‘ x<c* YE Ca% Bu‘ w (a=a”Ua"Aa"€ Pc<'(ex)
A u"EVRY(a )), siendo a”y a" las restricciones respectivas de o

a los conJuntosa -y(a )y'y& yyser ademds sz =a-B ((a<'Y(B<))e'
a-8_ ): por lo tanto, para cada yec , existen Pa Bc(B )y<e apli-
cagxones a distintas (Pc (g ) ap11cac10nes a’y unax;;ixcaci6n

2.- Por lo supuesto y por 6.4
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