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RESUMEN

Los disefios de medidas repetidas han sido tradicionalmente analizados por medio del
univario modelo mixto del AVAR, sin embargo, cuando los tratamientos no son presentados
en un orden aleatorio la secuencialidad de los registros introduce correlacién en los errores del
modelo. Bajo la asuncién de que la correlacién serial puede ser modelada mediante procesos
ARMA relativamente simples, este trabajo considera el problema de obtener estimadores efi-
cientes y consistentes. Para concluir se presenta un ejemplo que ilustra el procedimiento des-
crito.

Palabras clave: Disefios de medidas repetidas, disefios longitudinales, andlisis de
series de tiempo, errores autocorrelacionados, modelo mixto del AVAR.

ABSTRACT

Repeated measures designs with autocorrelated errors.- The repeated measures designs
have been traditionally analyzed using the univariate mixed model of AVAR. however when
the treatments are not presented in a randomized order, the sequence of observations introdo-
ce correlation in the errors of model. Under the asumption that the serial correlation can be
modeled through relatively simple ARMA processes, this paper considers the problem of ob-
taining efficient and consistent estimators. Finally, a example that illustrates the process
that has been described is presented.

Key words: Repeated measures designs, time series analysis, longitudinal designs,
autocorrelated errors, mixed model of AVAR.

Los disefios de medidas repetidas cons-  portamentales y de la Salud. Frecuentemen-
tituyen en la actualidad uno de los procedi-  te p muestras o grupos de n bloques de uni-
mientos analiticos mds ampliamente utili-  dades experimentales son aleatoriamente
zados dentro de las Ciencias Sociales, Com- asignadas a los niveles de una variable entre
grupos. Seguidamente, la secuencia de ad-
ministracién de los g niveles de la variable
Psicothema, 1990, vol. 2, o8 2, pp. 189-209 intra tratamientos a las unidades experimen-
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balancean para cada uno de éstos. Sin em-
bargo, a menudo ocurre que la presentacién
aleatoria de los niveles de la variables intra
no es utilizada, bien sea porque su propia
naturaleza imposibilita al investigador para
manipularlos intencionalmente (cardcter
temporal), o bien sea porque la propia in-
vestigacién asf lo requiera. Sin pretender
acotar todas las 4reas de las que pueden ex-
traerse ilustraciones de lo dicho, s vamos a
presentar ejemplos de algunas de ellas. Asf,
a un investigador en el campo del aprendiza-
je le puede interesar estudiar cémo influye
1a préctica en las ejecuciones de los sujetos
que presentan distinto grado de motivacién,
a un psic6logo escolar le puede resultar de
interés determinar los cambios que se pro-
ducen en un espacio de tiempo definido en
dos muestras de nifios tratados con dos mé-
todos distintos de aprendizaje de la lectura,
o a un psicélogo clinico le puede interesar
investigar la eficacia de un tratamiento es-
pecialmente disefiado para mitigar la obesi-
dad en dos grupos de pacientes uno de los
cuales sirve de control del otro.

En todos los casos, la dependencia se-
rial entre las observaciones tomadas desde
una misma unidad de andlisis en distintos
momentos o intervalos temporales puede
llegar a ser de considerable importancia.
Como se ha puesto de manifiesto en distin-
tas investigaciones (Vallejo, 1986), tipica-
mente, las observaciones registradas desde
un mismo sujeto, ademds de estar positiva-
mente correlacionadas, presentan una matriz
de varianzas-covarianzas entre las medidas re-
petidas que tiene una estructura Toeplitz (las
puntuaciones mis préximas presentan una
correlacién mds elevada). De este modo, este
fenémeno es contrario a las asunciones que
subyacen al modelo mixto del anilisis de la
varianza (AVAR) tal y como fue formulado
inicialmente por Scheffé en 1956, y aparece
implementado en los paquetes estadisticos
mds usados: BMDP, SPSS y SAS.
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Asf las cosas, lo que resta de este tra-
bajo, lo dedicaremos a abordar el problema
de la ineficacia de los estimadores derivados
de la utilizacién del tradicional modelo
mixto del AVAR cuando el supuesto de in-
dependencia no es satisfecho. Para cumplir
con este objetivo, desarrollaremos un mode-
lo que nos permita obtener estimadores efi-
cientes; aspecto éste, que entre otras mu-
chas ventajas, nos va a conceder atribuir a
los tratamientos la importancia que real-
mente tienen.

2.- Formas que puede adoptar la matriz de
varianzas-covarianzas en los disefios de
medidas repetidas

Tradicionalmente, el método de anéli-
sis de los disefios de medidas repetidas ha
consistido en un modelo estructural del
AVAR con valores esperados mixtos. En
particular, el factor bloque o sujeto se ha
considerado aleatorio. Como ha sido discu-
tido por Danford y otros (1960), si yjjk re-
presenta la kth medida en el ith individuo
dentro del jth grupo, la ecuaci6n lineal uni-
variada que subyace al modelo mixto del
AVAR con dos factores fijos y uno aleato-
rio puede ser escrita como sigue:

Yixg =K + &+ By + Ty + (aﬁ)jk +
(Bn)kj(j) + eijk
2.1)

i=1,.,nj=1l.,pk=1..,¢q

con las condiciones de lado

P q P )
La=L B=1 (aB), -

IER! k1 I

q q
=k)=:1(ai3)jk =k}31(f3n)kl(]) =0
22)
donde:
! es la media general.
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oF es ¢l efecto del jth nivel de trata-
miento.

By es el efecto de la kth medida.

T6) es el efecto del ith sujeto medido
en el jth nivel de tratamiento.

(aB), eselefectode la jkth interaccion.

(Br)y;; es el efecto de la interaccién de la
kth medida con el ith sujeto dentro
del jth nivel de tratamiento.

Eijk es el componente del error aleato-

110.

Dado que para cada sujeto hay asociado
en cada kzh nivel de tratamiento un vector
de g medidas [yijk]. Entonces el valor espe-
rado de y;, serd igual al promedio de los
efectos que en la ecuacién (2.1) representan
efectos fijos; es decir,

E () = Mg =R +0y+ B+ (@P)
@3)

denotando la desviaci6n aleatoria y;, de Ly

2

como m;; el modelo de la ecuacién (2.1)
adopta la forma

Vi =Hict Mije
24

donde m;, recoge los componentes aleato-
rios del modelo para los cuales se asume
distribucién normal y valor esperado cero;
esto es

E (#ijk) =0
2.5)

y
E (mym’ ) = 0

E (mm ) =po? (sii=ij=jykek)

(sii=i,j=jyk=k)

(2.6)

La combinacién de estas dos presupo-
siciones definen un tipo especial de matriz
de varianzas-covarianzas que tiene una for-
ma llamada de simetria combinada y que
puede expresarse como sigue

E 3 — 2 _ . . 2 .
(mim _1) o (Iqi 1/9q1 qu) +(UC +q1 O ) 1/q1 qu @7
2 2 -‘
po t0o PO v e i e po 1 [oJN P
po PO HO i po P l..... o
= = od ....... =o°V
) I I
po PO v i ie i po +Uc P Pevens 1
donde v 0..... 0
) ) ) Voo 0
o2=6 +0 ,p=0_ /o2, 1de- S=E(mm’)=0"|. ...,
£ n n
nota una matriz de identidad de ordengqy | ...
Jq=1qx1q. 0 0..... v (2.8)
Ahora bien, al ser E (mym';,) =0 (i#
i') se sigue que =01l -V
Psicothema, 1990 191
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con las matrices de varianzas-covarianzas
asociados con cada nivel de tratamiento j,
~.j comunes para todos los p de la pobla-
cién (3. > para todo j=1,..., p).

Geisser y Greenhouse (1958) y Green-
house y Geisser (1959) al extender el traba-
jo inicial de Box (1954) con disefios de me-
didas repetidas de una sola muestra a
disefios de medidas repetidas con muestras
divididas, pusieron de manifiesto que si las
distintas matrices >; constituyen muestras
al azar de la misma poblacién de matrices
de varianzas-covarianzas (para verificar la
validez de esta asuncién se acude normal-
mente a la versién multivariada de la prueba
de homogeneidad de la varianza de Bartlett
descrita por Box en 1950), pero > tiene
una forma arbitraria entonces los estadisti-
cos asociados con las medidas repetidas
[CMp/CMpxsa) Y CMap/CMpxsa)l se
siguen distribuyendo de acuerdo con la F or-
dinaria, aunque con [(g-1)€]/[p (n-1) (g-1)]e
y [(p-1) (¢-D] e/[p(n-1) (g-)]e grados de li-
bertad, donde el factor de correccién € es un
nimero cuyo valor depende del grado de des-
viacién de la matriz de varianzas-covarian-
zas de la poblacién de la forma requerida
(Winer, 1971). De este modo, si la asun-
cién de simetria de la matriz > se constata
en los datos experimentales (e=1) las razo-
nes CMp/CMgxsay Y CMap/CMgxs(a) s€
distribuyen como F con [(g-1)/p (n-1) (g-1)]
y [(p-1) (¢-D} /p(n-1) (g-1)] grados de liber-
tad. Sin embargo, conforme > se desvia del
patrén de simetria requerido, el valor de €
va disminuyendo progresivamente, con un
valor minimo para F aproximadamente
igual a 1/(g-1). Asi pues,

F - Fl(g-1)¢, p(n-1)(g-1)¢]
F - Fl(p-1)(q-1)c, p(n-1)(g-1)¢]

(2.9)
1/(g-1)<e<1
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Por lo tanto, es de suma importancia
tener en cuenta este hecho, ya que conforme
nos desviamos de la condicién de uniformi-
dad las razones F se vuelven cada vez mds
liberales, incrementidndose de este modo la
posibilidad de capitalizar sobre el azar.

Si examinamos un poco més sustanti-
vamente el contenido formal de la matriz >
vemos, por un lado, que ésta, al igual que
cualquier otra matriz subyacente a un mode-
lo mixto del AVAR, incorpora dentro de si
las desviaciones resultantes de sustraer las
puntuaciones de cada uno de los sujetos de
las respectivas medias en los diferentes ni-
veles de tratamiento; puntuaciones diferen-
ciadas que como hemos visto en la formali-
zacién expresada en (2.7) incluyen tanto la
variacién submuestral dentro de las unidades
experimentales (errores de medida asociados
con las distintas observaciones), como la
variacién aleatoria en el promedio de las
respuestas de los diferentes sujetos asigna-
dos a los p niveles de tratamiento (errores
aleatorios asociados con las unidades experi-
mentales). Y, por otro, que para cada sujeto
se asume que los errores son independientes
a lo largo de los distintos puntos de obser-
vacion. Este hecho se deriva directamente
del cumplimiento de la condicién de sime-
tria combinada, la cual como es sabido im-
plica que las variables aleatorias del modelo
estdn igualmente correlacionadas para todos
los pares de observaciones de un mismo su-
jeto y tienen varianza constante.

Durante bastantes afios se consideré
que la dnica matriz que satisfacia el requisi-
to de €=1 era la de simetria combinada, sin
embargo, Huynh y Feldt (1970) y Rouanet
y Lépine (1970) han demostrado que la
asuncién de uniformidad es tan sélo una
condicién suficiente, no una condicién ne-
cesaria para la validez de la razén F univa-
riada en los disefios de medidas repetidas.

Por ejemplo, Huynh y Feldt (1970)
han confirmado que las razones F también
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se distribuyen como F si las diferencias
entre las varianzas de cualquier par de trata-
miento son iguales; esto es, si

2 2

o, =0, =oi+ci;20% =
yyr Yy 3 1)

Cte paratodo jy j’

(2.10)

Cuando el supuesto de simetria combi-
nada estd presente, es obvio que la igualdad
anterior se cumple para todos los pares de
valores j y j’, dado que la matriz de simetria
es un caso especial de una condicién més

general que presentan las matrices en las
cuales se mantiene la asuncién de igualdad
en las diferencias de las varianzas entre dos
cualesquiera tratamientos. De este modo, la
igualdad de las varianzas y de las covarian-
zas no es requerida para que el estadistico
se comporte conforme a la distribucién F,
la condicién necesaria y suficiente para la
validez de la razén F es que la matriz > sea
circular o esférica. Este aspecto se cumple
si y s6lo si la matriz de varianzas-
covarianzas > expresada formalmente para
esta nueva situacién como

2
E(mm’)=c I + A i’ 4] A’
( i i) £ ( qi qi qu Jql qi) (211)
1 o .. 0] (A ] (1 ]
1
o 1 o v 0 )\2 1
2
=0 + 11 ... 1)+ |. (A, -oer ]t
0 0 1 A 11
L ] LA ]
=’ R
€
al ser E(mym’}))=0 (i #i') se tiene que
C*' es una matriz de orden (g - 1) x g
R Orvnens ° cuyas filas estdn formadas por g - 1
, Rewooen 0 vectores de coeficientes ortonormales
I=E(M mI)=0, ] e que definen comparaciones de interés y
........ 2
o G esun escalar mayor que cero que
° 0 R representa el error experimental de los
contrastes (Boik, 1981).
(2.12)

satisface la siguiente igualdad

M Set=ol 1

(2.13)
donde

Psicothermna, 1990

Esta situacién donde la varianza no de-
pende del intervalo temporal entre observa-
ciones, puesto que todas las posibles dife-
rencias entre dos cualesquiera tratamientos
tienen la misma varianza, si bien es menos
restrictiva que la situacién descrita anterior-
mente donde se requeria simetrfa combina-
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da, no por ello deja de ser rebuscada a la
hora de modelar estructuralmente las res-
puestas de los sujetos registrados temporal-
mente, y es, como seiialan O'Brien y Kaiser
(1985), cominmente contravenida en este
tipo de disefios.

Asf pues, satisfacer la condici6n de si-
metria se nos antoja irreal y cumplir la con-
dicién de circularidad es dificil de lograr
bajo muchas condiciones, como ocuire, por
ejemplo, con los datos obtenidos en las in-
vestigaciones de cardcter longitudinal en los
campos clinicos, educativos ¢ industriales.
Obviamente, en estas situaciones un inves-
tigador no debe confiar que sus datos con-
formen el tipo de matriz estructural esférica
requerida por el usual modelo del AVAR
con valores esperados mixtos definidos en
la ecuaciones (2.1-2.7). Por supuesto, nada
mds apartado de Ia realidad, que esperar que
las correlaciones entre todos los pares de
medidas repetidas sean uniformes. Clara-
mente, como apuntan Kogan et al. (1979)
uno esperaria que las observaciones llevadas
a cabo en tiempo sucesivos o contigiios
estén m4s altamente correlacionadas que las
de los registros que no son adyacentes; es
decir, que la correlacién entre las puntuacio-
nes decrecerd a medida que incrementemos
los intervalos temporales.

Usualmente, para hacer frente al in-
cumplimiento de la asuncién de circularidad
multimuestral los procedimientos F conser-
vadora y de F ajustada propuestas por Geis-
ser y Greenhouse (1958) y por Greenhouse
y Geisser (1959) son utilizados. Sin embar-
go, el problema con estas pruebas es que
son excesivamente conservadoras, pues
como seiiala Jones (1987) ambas fueron
desarrolladas para satisfacer bandas seguras
més que aproximadas. Alternativamente,
Cole y Grizzle {1966) partiendo del hecho
que las observaciones obtenidas en los dise-
fios de muestras divididas estdn correlacio-
nadas y, por tanto, son esencialmente de na-
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turaleza multivariada han sugerido que el
método adecuado para analizar tales disefios
es el procedimiento multivariado de medidas
repetidas. Y, si bien es cierto que el enfoque
multivariado permite a la matriz de varian-
zas-covarianzas tener cualquier estructura a
la hora de contratar los efectos principales,
interacciones, efectos simple y subefectos,
no lo es menos que este procedimiento, ade-
més de requerir que el mimero de sujetos sea
mayor que el nimero de observaciones (pues
para hacer inferencias acerca de los parime-
tros desconocidos P, la matriz >, adem4s de
arbitraria, debe ser simétrica y definida posi-
tiva de orden g), estd sobreparametrizado [ya
que utiliza los ¢(g+1)/2 elementos conteni-
dos en la matriz de varianzas-covarianzas],
es menos parsimonioso y tiene dificultades
a la hora de incorporar observaciones perdi-
das (Kenward, 1987).

Asf pues, llegados a este punto, consi-
deramos de capital importancia tener presen-
te algiin planteamiento que modele la corre-
lacién serial de los datos, de modo que si
ésta resulta ser significativa pueda ser remo-
vida de las respuestas efectuadas por los su-
jetos. Si bien en la actualidad existen abun-
dantes modelos a la hora de describir la
estructura correlacional de la matriz }° (ver
Box-Jenkins, 1976), nosotros restringire-
mos nuestro trabajo a situaciones donde los
individuos son observados sucesivamente
sobre el tiempo un mimero arbitrario de
veces y consideraremos el procedimiento de
estimacién minimo cuadrético generalizado
(MCG) con la estructura del error modelada
a través de procesos autorregresivos y de
medidas méviles (ARMA) relativamente
simples AR(1) y MA(1). Este enfoque se
puede generalizar a una amplia variedad de
modelos a la hora de especificar la depen-
dencia serial de la matriz de varianzas-
covarianzas entre las medidas repetidas y de-
pende de un reducido mimero de pardmetros;
por lo general no mis de cuatro, si bien lo
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mé4s frecuente es que > sea una funcién de
2 2
G .0 Y 01 [el componente de la va-

rianza asociado con la kth medida del ith su-
jeto, el componente de la varianza vincula-
do con el factor aleatorio sujetos y el

coeficiente del modelo de dependencia serial
AR(1) implicado]. La correspondiente ma-
triz de varianzas-covarianzas para esta cuarta
y dltima situacién adopta la forma que
sigue para el vector respuesta del ith sujeto.

E(m m’ )=[cff(oqx - 1/qi Jq‘)+(ai+qi o) 1/ai I (2.14)
2 -1
1 ¢, Bl ¢‘f 1 l.o.... 1
-1
¢, 1 ¢ s ¢‘1‘ 1 1..... 1
:03/1»¢1 ......... +0_ | . e
S S S ¢! 1 1 1

donde
o i (1-¢9)'=o0 : (ver nota 1 para

una demostracién) y ¢; es el parimetro au-
torregresivo de orden uno.

Puesto que E (m; m";-) = 0 (i#1) se
tiene que

21 O....... 0
0 E o 0
2
T=E(m m’)=| =+ s
......... (2.15)
0 O....... z

(1) Aunque el componente del error filtrado ©
v

no lo conocemos si puede ser obtenido indirec-
tamente a partir de la varianza de &g para el mo-
delo autorregresivo de primer orden, como
puede apreciarse de la demostracién que sigue

l=E()=E@, & V)’
=¢ 15(;;‘2]_1)+E(v:)2<1>lE(5q_l v)

Psicothema, 1990

Finalmente, para terminar este aparta-
do no queremos dejar sin referir dos aspec-
tos. Por un lado, la idea de incorporar la co-
relacién serial dentro del modelo no es
original, pues bien de una forma u de otra,
ha estado presente con anterioridad en los ya
clésicos trabajos de Box (1954), Humphe-
reys (1960) y Danford y otros (1960); sin
embargo, hasta fechas recientes no se ha
efectuado un modelamiento explicito de la
estructura correlacional de la matriz ), tal
y como ponen de manifiesto los trabajo de
Jones (1987), Diggle (1989), Pantulla y
Pollock (1985), Rochom y Helms (1989) y
Andersen y otros (1981). Por otro lado, al
modelar la estructura del error este enfoque

2 2 2
= +
¢l 06 ov

dado que seguin el supuesto de estacionariedad la
varianza de £qeslamismapamtodoq

2 ,2 2_ 2
09 0:=0,

2 2 22 )
0,(1-97)= o, =a’(1-¢%)"
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constituye un ajuste razonable entre la si-
tuacién en exceso restrictiva donde se
asume que la matriz >’ tiene una estructura
correlacional que cumple con la condicién
de simetria combinada y la situacién en ex-
ceso liberal donde se permite a la matriz de
varianzas-covarianzas tener cualquier estruc-
tura (procedimiento multivariado de medidas
repetidas).

3. El problema de la correlacion serial

Cuando la dependencia serial est4 pre-
sente surgen dificultades a la hora de inter-
pretar los andlisis alcanzados con el modelo
mixto del AVAR tal y como ha sido defini-
do en las ecuaciones del apartado anterior
que van del 2.1. al 2.6, pues al utilizar este
modelo uno debe asumir que los errores (la
diferencia entre €l valor observado y el valor
predicho en el modelo de disefio experimen-
tal o en la ecuacién de regresion) asociados
con cada puntuacién son independientes.
Sin embargo, el cumplimiento de esta
asuncién, que como dijimos con anteriori-
dad implica correlacién constante o que C* ~
> C* fuese una matriz diagonal, es dificil
de lograr en los disefios de medidas repetidas
con las observaciones ordenadas sobre el
tiempo. Usualmente, en los disefios de se-
ries de tiempo interrumpidas con presencia
de correlacién serial, se puede observar
c6mo los errores que exceden a su valor pre-
dicho son adyacentes y cémo los que son
menores que su valor predicho también lo
son. Pues bien, un fenémeno similar acon-
tece en los disefios de medidas repetidas con
muestras divididas, de tal forma que si la
kth respuesta del ith sujeto estd por encima
o por debajo de su propia media hay una
tendencia con probabilidad que excede a
0.50 de que la k'th respuesta siguiente tam-
bién esté por encima o por debajo de su
propia media (g 20, €,,,,20y €, <0,
Eix+1 < 0) esta formalizacién describe una
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correlacién serial positiva, la cual es la mas
frecuente observada en las Ciencias Sociales
y Comportamentales (Maddala, 1977). Sur-
ge correlacién serial negativa, cuando la
ocurrencia de la kth respuesta que se en-
cuentra por encima de la propia media del
ith sujeto, incrementa la probabilidad supe-
rior a 0.5 de que la siguiente k'th respuesta
se ubique por debajo de su propia media
(€x 20,83, S0y €3 <0,€4, 20)y
a lainversa.

Este es el usual patrén que presentan
las respuestas de los sujetos cuando se re-
gistran ordenadamente sobre el tiempo por
falta de aleatorizacién, o bien porque éste
constituya la variable de interés. Cuando
esto suceda, las inferencias causales que rea-
lizamos con el habitual modelo del AVAR
de medidas repetidas deberén ser cuestiona-
dos. Pues, si bien es cierto que los pardme-
tros estimados de los efectos principales e
interacciones estdn insesgados, no lo es
menos, como puede observarse en las tablas
5.2.y 5.3, que su eficiencia est4 puesta en
entredicho, ya que los correspondientes erro-
res estadndar estdn estimados incorrectamen-
te. (Ver Vallejo 1989, pp. 145-147).

Desafortunadamente, la falta de inde-
pendencia entre las puntuaciones de los su-
jetos constituye una afeccién que contamina
los datos registrados temporalmente, pues
las respuestas actuales del ith sujeto estdn
mediatizadas por las respuestas acaecidas en
un tiempo anterior. El modo en que lo ocu-
mrido en el pasado influye en lo que acontece
en el presente dependerd del valor que tome
la memoria que internamente opera en las
respuestas de los sujetos. La forma e inten-
sidad de esta remembranza puede obtenerse
mediante el cdlculo de las funciones de au-
tocorrelacién-autocorrelacién parcial y a tra-
vés del examen resultante de contrastar el
correlograma empirico con el tedrico.

Por lo general, la prediccién a la que
nos hemos referido mds arriba, se puede
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concretar un poco més diciendo que la obser-
vacién y,, es pronosticada en alguna propor-
cién desde las medidas pasadas y,, |, Yy 5.
Yik.q © desde algin componente aleatorio del
eITOT Vyy 1, Vi 2 Vig.q U forma parte del
- sistema. Estos dos tipos de dependencia,
junto con su combinaci6n y el grado de me-

moria, delimitan la mayor parte de los mode-
los de correlacién serial, algunos de los cua-
les son expuestos en la tabla 3.1.

De estos modelos el més simple a la
vez que se ha manifestado el més frecuente
en las Ciencias Sociales es el autorregresi-
vo de orden uno (Theil, 1971; Simonton,

Tabla 3.1.- Modelos mi4s frecuentes de correlacién serial.

Autorregresivo de primer orden [AR(1)]
Autorregresivo de segundo orden {Ar(2))
Movimiento promedio de primer orden [MA(1))

Movimiento promedio de segundo orden [MA(2}])

Autorregresivo y de Movimiento

promedio de primer orden

[ARMA(1)]

€ = ¢ ¢ +

101k 1 POprk-1 1Ok

€ = ¢ ¢ + ¢ ¢ + vV
101k 1 POk -1 2 1)t k-2 PO Kk
€ =% Vv + Vv

1Ok 1 Loy yk-1 Py x

€ = %V + ¢V + Vv
1)k 1 Loy x-1 2 bt )rk-2 1)k
€ =% ¢ + %V v
IESRNY g k-1 1Ty k-1 [RERE

1977). Bajo este proceso, se asume que el
error es una funcién de un error previo, tal y
como puede apreciarse en el diagrama de la
figura 3.1, y que el coeficiente autorregresi-
vo ¢, se encuentra comprendido entre -1y
+1 si bien la situacién mds frecuente es
0<¢o,< 1.

4.. Un modelo para las medidas repetidas
incorporando la dependencia serial

Considérese un sistema de M ecuacio-
nes de regresién en el cual una sola observa-

[
1(j)k-2 ———

\%
1) k-2 L) k-1

€
1 (J) k-1 —————y

ci6n es efectuada para cada una de las » uni-
dades experimentales en cada uno de los g
igualmente espaciados periodos de tiempo,
bajo la accién de p variables explicativas.
La tipica ecuacién para el ith sujeto es

P

Yik: j§1 Xi jkﬁ:k*ur(i-{hC ik
donde Xj;, representa el valor del jth trata-
miento para la ith unidad experimental en el
tiempo g, By denota un conjunto de pardme-
tros desconocidos que deben estimarse desde
los datos, T; es el efecto del sujeto aleatorio

@.1)

€ €
1 () k ———= (3 ket

1))k 1 (J ket

Figura 3.1.- Representaci6n gréfica de la relaci6n existente entre la variable autorregresiva y el

ruido blanco en el modelo AR(1).

Psicothema, 1990
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y €y es el efecto asociado con la kth medida
para el ith sujeto muestral.

Es asumido que los errores aleatorios
7; son independientes y

2
™~ N(0,07)

4.2)

y que los € tienen una estructura AR(1)

Clk =¢1 Elk71+vlk (4’3)
Y L 1 (pxq) -1
Y2 1 2 (pxq) -1
Y 1 X x(pxq)—x

donde los vy, se distribuyen normal e inde-
. . 2 .
pendientemente con varianza G, gy es in-

dependiente de €;4 y & se distribuye de
manera similar a g;; de modo que g; defi-
nido en (4.3) es estacionario. En el caso de
que las varianzas se incrementasen con k de-
berfamos de incorporar la tendencia, o bien
integrar los datos.

La forma vectorial del modelo para el
ith sujeto es

4.4)

si ponemos en forma compacta los datos para todos los sujetos el modelo completo se escri-

birfa como
yl x]
y2 x2
= (8]
YN xN
o bien
y = X B +

donde y es un vector de observaciones de
orden (Ng x 1), X es una matriz de constan-
tes de orden (Ng x pq), B es un vector de pa-
rametros del modelo de orden (pgx 1) y m
es un vector de errores aleatorios asociados
con el vector de puntuaciones y de orden
(Ngx1).

Para hacer mds operativo el modelo de-

198

4.5)

m

bemos de hacer algunos supuestos en rela-
cién con m. Un conjunto de asunciones
simples es
E( m, )=0
E (mlm; ,)=0
’ =
E( m m? ) 21
E(m m’)=%

(4.6)
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donde >, como vimos en la ecuacién
(2.15), es una matriz diagonal formada por
bloques cuyas entradas distintas de cero
estdn compuestas por N submatrices de
orden (g; x ¢;). Estas submatrices dependen

. 2 2
de los componentes de varianzas_ y G
v T

y del pardmetro o pardmetros subyacentes al
modelo de dependencia serial, en nuestro
caso, la matriz de covarianza subyacente a
los datos del ejemplo sunulado en el aparta-
do 5, depende de o 0' y 9, .

Ademais, tamblén se asume que y=
(Y15 ¥ ') si€ndo yi=(¥ijiseees ¥ijo)» tiene
una distribucién normal multivariada, as-
pecto éste que a veces tan sélo ocurre tras
filtrar los datos, y su distribucién es dada
por

y ~ W2

4.7

donde 3 ya ha sido definida anteriormente y
pes

p=E(y)=E(Xp+m)=Xp+E(m)=Xp
(4.8)

Establecidas las asunciones sobre el
modo en que se alcanzan las observaciones
en el modelo de la ecuacién (4.5), debemos
pasar a obtener el vector de coeficientes B.
Para ello es bien conocido que el estimador
MCG o de Aitken puede ser utilizado.

B =[xz ) XX E(e) Ty
4.9)
y la matriz de varianzas asociadas es
var. (8)=[X"Z(¢,) X" 4.10)

Asumiendo que el pardmetro autorre-
gresivo (¢1) y los componentes de la va-
rianza (o 2 ) son conocidos, el esti-

v
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mador MCG obtenido al utilizar la matriz
~ 2 2
de varianzas-covarianzas (3’ =0, Q+0 |

J, ademd4s de ser una funcién lineal de y,
coincide en promedio con el verdadero valor
del pardmetro [E(B)=PB] y posee menor va-
rianza que cualquier otro estimador lineal
insesgado (Parks, 1967).

Cuando el valor de los pardmetros 6

c? y ¢, es desconocido, como ocurre ge—
T

neralmente en la préctica totalidad de las
ocasiones, y no disponemos de algiin proce-
dimiento de estimaci6n no lineal que obtcn—2
ga simultdneamente los estimadores para o

o 12‘ y ¢; debemos proceder a su estima-
cién por etapas sucesivas, pues un aproxi-
mado anlisis requiere estimar > -1 ola
apropiada matriz de transformaci6n P. Para
este cometido las técnicas de estimacion
disponibles son multiples. Por lo que a la
estimaci6n de los componentes de la varian-
za se refiere, actualmente no hay resultados
definidos a la hora de decidir cual de ellas es
la mejor cuando los disefios no estdn balan-
ceados; sin embargo, cuando los distintos
grupos de nj est4n equilibrados y/o las ob-
servaciones no se han extraviado, Swallow
y Searle (1978) nos dicen que los diferentes
métodos producen sustancialmente los mis-
mos resultados. En cuanto a la estimacién
del pardmetro autorregresivo, lo acertado y
c6modo, es utilizar algiin procedimiento de
estimacién maximo verosimil, més adn en
el caso de disponer de puntos de observa-
cién restringidos. Para ello se requiere en-
contrar el estimador de ¢; que minimice al-
guna funcién en la que se encuentren
incorporados los errores. Como es 16gico,
este procedimiento necesita incorporar
algiin programa de cilculo que busque para
el minimo de forma sistemdtica, pues como
dijimos en el apartado 3 el parimetro ¢; ad-
mite un amplio nimero de estados. Segui-
damente apoy4ndonos en las investigacio-
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nes de Hasza (1980), Jones (1987) y Pantu-
lla y Pollock (1985) vamos a presentar

aproximaciones a los estimadores miximo

verosfmiles (EMV) de ¢,,6°y o °
v n

Asumiendo que q;=2 una aproxima-
cién al EMV de ¢, que bajo ciertas condi-
ciones de regularidad se ha mostrado consis-
tente puede obtenerse como ’

N -2
Zl:l::l mik(mlk¢l mik#Z)

-1
X?J:-l o )
“.11)

Conociendo ¢, una aproximacién in-
2

sesgada al de 6 " nos es dada por la expre-
v

sién

n P 2
5 zl:lz):1((1-¢ )(zljk_zl.k) +zq [(ijk—21 k)-¢1( le—l_zl k)]
o=
[((N-p) (g-1)]-1
@.12)
donde
Ziik = Yik " Y jk
(4.13)
y

gl

= [q(1-0)+20,]-1(z;, +(1-0)) 3" 42, ]
k=2

. . . . 2 .
Finalmente, una aproximacién insesgada al EMV de o puede ser obtenida

2
desde ¢ + g0 como
v

n

(4.14)

np~2

ol+qor=[p(n-1)1'{(1-¢) [q(1-¢)+2¢ )T ¥ 2| 1)

Obtener el estimador MCG dado en la
ecuacién (4.9) puede ser bastante trabajoso
computacionalmente, dado que > es una
matriz de orden (NgxNg). Sin embargo, si
una matriz de transformacién P puede ser
descubierta, de modo que la matriz de va-
rianzas-covarianzas obtenida desde los resi-
duales filtrados tenga simetria combinada,

200

1=1)=1

el procedimiento se simplifica enormemen-
te; pues el estimador B puede ser alcanzado
al aplicar el procedimiento de los minimos
cuadrados ordinarios a la matriz y vector de
variables X e y transformados por P.
Varios procedimientos existen para la
construccién de la matriz de transformacién.
Una forma relativamente sencilla de obtener
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P es haciendo uso del teorema de descom-
posicién de Cholesky. En este teorema se
nos dice que si una matriz D es definida po-
sitiva, existe una matriz P, no singular, tal
que P'P=D. Asi pues, en el caso que nos
ocupa, podemos encontrar una matriz P’
que multiplicada por P sea igual a >-'y
que cumpla con las relaciones

PP=5-!
4.15)
PSP'=1

donde P' es una matriz triangular con los
elementos por debajo de la diagonal distin-
tos de cero.

Por lo tanto, premultiplicando al mo-
delo de la ecuacién (4.5) por P se obtiene.

Py=PXfB+Pm
(4.16)
haciendo
y=Py
X=PX
m=Pm

Los errores transformados estin ahora
incorrelacionados y el estimador ﬁque cum-
ple las propiedades del teorema Gauss-
Markov es

p=x’E(0) XX Y

~(X'P'PX) 'X'P'PY (4.18)
=(§('§<)"§(’y
A partir de aqui, la suma de cuadrados

para la hipétesis (SCyy) y para el error
(SCp) son respectivamente,

- g,
SCmY'Y (X/X) X'y
SC=y'y -~y X(X7X) Xy (4.19)

Psicothema, 1990

Igualmente, segin Graybill (1976) la
suma de cuadrados H puede ser obtenida
usando el teorema de Cholesky en la matriz
aumentada

[X'X :X'y]

(4.20)
defmiendo
;(,)}: T'T (4.21)

y reemplazando en (4.20) X" X por (T")1
tenemos
t=(T") X y (4.22)

de forma que la suma de cuadrados H y la
suma de cuadrados E son dadas

SC=t’t
H
) (4.23)
SCE:y ‘y-t’t

Otro procedimiento alternativo para
filtrar el vector de residuales de la ecuacién
(4.5) y convertirle de este modo en un vec-
tor de variables aleatorias incorrelacionadas

. 2 . .
con varianza G~ , es acudir a la matriz de

transformacién P= o >-172 recomenda-
da por Fuller y Battese (1973). Usando este
método, al igual que ocurria con el de la
factorizacién Cholesky descrito anterior-
mente, la matriz de varianzas-covarianzas
subyacente a los datos transformados cum-
ple con el requisito de uniformidad referido
en el apartado segundo de este trabajo.

La via para construir la matriz -!/?
es relativamente sencilla, pues se basa en
encontrar las raices y coeficientes de la si-
guiente auto-estructura

(>-ADa=0
(4.24)
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donde A es una raiz caracteristica asociada
con > que satisfaga la ecuacién polinomial
o determinamental siguiente

| >-AM =0
(4.25)
Asi pues, una raiz caracterfstica o au-
tovalor de > es cualquier A, tal que > -AI
sea singular. Una vez calculados los autova-
lores, el problema de obtener los autovecto-
res o coeficientes se reduce a resolver un
sistema de ecuaciones homogéneas de la
forma

>a-Aa=0
(4.26)

Para cada autovalor de la matriz >
existe un autovector a que satisface la ecua-
cién anterior. Asi pues, si >’; es una matriz
cuadrada de orden g con distintas raices y a
es un vector distinto de cero tal que
>.a =Aa, entonces podemos decir que a es
un autovector de 3’ asociado con el autova-
lor A.

Una vez hallados los autovalores
xl,xz,...,xq de >,y los a;,a,,..,a, auto-
vectores normalizados, tenemos que la des-
composicién espectral de 3, es

=A aa’+traa’+..
z\ )\111 2 2 2

@.27)

q
.tA aa'=y A aa’=AAA’
q q k=1 k k k

donde AA’=A"A=l y A\ es una matriz dia-
gonal, por lo tanto,

£-A AATS A aar (4.28)
i -1 kK k k
y la matriz rafz cuadrada de > es
q
Z:/2=A Al/zA,zZ /\1/2aka,k (429)

k=1
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donde una de sus propiedades es precisamen-
te (Johnson y Wichem, 1989, seccién 2.4).

— - e 9 I
V2 ATV T A 1/
k

=1

) ‘aa’
k k

(4.30)

Esta matriz satisface la relacién >-12%
> -Y2=Iyq la cual como puede apreciarse
produce errores incorrelacionados con va-
rianza igual a la unidad. De aqui que al uti-

. . 2
lizar la transformacién P=c = 3 -17Zlos
errores sean independientes y con varianza
. 2 . -
igual a ¢ ~ . Asi, premultiplicado el mode-

v

lo de la ecuacién (4.5) por la matriz diago-
nal de bloques representada a continuacién

. O...... (o]
0 P ... .. 0
2
P= |. L il
431)
[} O...... P
i )

obtenemos el modelo transformado que es
expresado algebraicamente en la ecuacién
(4.16).

5. Ejemplo numérico simulado

Supongamos que un psicélogo clinico
desea poner a prueba la eficacia de un trata-
miento conductual en la pérdida de peso de
ocho pacientes obesos. Para ello los sujetos
son divididos aleatoriamente en dos grupos
de cuatro, las condiciones de la variable tra-
tamiento (presencia versus ausencia) tam-
bién son enviados aleatoriamente a los gru-
pos y efectuados registros durantes un mes
a razén de uno por semana. En la Tabla
5.1. son mostrados los datos del disefio fac-



DISENOS DE MEDIDAS REPETIDAS CON ERRORES AUTOCORRELACIONADOS

torial mixto 2 (niveles correspondiente al
grupo de tratamiento y de control) x 4 (re-
gistros ordenados a través del tiempo) con-
teniendo vectores de cuatro observaciones
por grupo de tratamiento. Los ocho vecto-
res de observaciones pseudo-aleatorios yj; =

[Yiji» Yij2>---» Yijul cOn vector de parametros
u’j[=p.j1, Hjgreens ij] (estos vectores fueron
elegidos de manera que los datos describie-
sen un modelo aditivo, esto es af; =0y
matriz de varianzas-covarianzas > (parti-
mos de la hipétesis que C*°5', C* =

Tabla 5.1.- Datos del ejemplo numérico simulado.

a
. z Yl]k
Niveles de Intervalo temporal k1
A Sujetos b1 b2 b3 ba
St 1.2 5.0 8.5 7.1 21.8
S2 12.4 12.6 13.6 14.8 53.4
a
! S3 1.2 5.0 8.5 13.2 27.9
Sa 1.2 1.4 1.4 4.9 8.9
Ss 7.3 7.4 9.6 11.4 35.7
Se 10.9 12.3 16.0 16.6 55.8
a
¢ S 10.9 16.0  14.4 16.4 57.7
S8 10.9 12.3 16.0 19.6 | 58.8
S
n 3
56 72 88 104
roox Yo 320

C*’3",C*) fueron obtenidos desde una dis-
tribucién normal multivariada. Los vectores
de observaciones y;; donde y;; ~N (U, >)
fueron logrados transformando el vector de
variadas normales estindar z;; mediante la
ecuacién y;; =Tz; + lg donde T es la facto-

rizacién Cholesky de >'. Los vectores de
variadas normales estdndar z;; fueron logra-
dos por el método de Teichroew descrito por
Knuth (1969), los'cuales a su vez fueron
conseguidos desde variables uniformemente
distribuidas generadas por el método con-

Psicothema, 1990

gruencial multiplicativo especificado por
Naylor y otros (1966), haciendo uso de la
rutina GGNML del programa IMSL. Tanto
la precisién del procedimiento de normaliza-
cién por el método de Teichrorew (bandas
de error aproximados de 0.0002), como el
ajuste de la matriz de varianzas-covarianzas
de la muestra a la de la poblacién usando la
prueba de chi-cuadrado (Anderson, 1958:
pp. 264-267) fueron completamente satis-
factorios, no s6lo en este caso, sino en un
contexto més amplio donde se hace uso de
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12.000 muestras de 128 puntuaciones cada
una.

Una forma adecuada de describir la kth
observacién del ith sujeto en el nivel de tra-
tamiento J de la tabla (5.1), asumiendo de-
pendencia serial puede ser mediante el mo-
delo de la regresion de codificacién de
efectos siguiente:

1 3 1
= + + +
Y C1“121 C”a ZlckmB 1):1
m

fe . ap e, e 5.1)
11

Kkm i) 1)k

[
3%
N Y Y A e !,

N N N = = -]
O N B N N S S I

—
= O
L=

10.
12.
16

16.6
10.
16

14.
16.
10.
12.
16

19.6

w O

O

w O s H

204

FERNANDEZ

donde para los datos presentados en la tabla
5.1 el vector de puntuaciones (y) y la ma-
triz de disefio (X) para los términos Cp,

(media), > 1=1Cj1a(variable entre grupo),
>3 0e1Cym@® (variable intra grupos) y
221 22% m=1Cji Cim @ (interaccién de
ambas variables) toman respectivamente

para el caso que nos ocupa la forma que
sigue a continuacién

11100100}
11 0 1 0 0 1 ©
1 1 0 0 1 0 0 1
1 1 -1-1-1 -1 -1 -1
1 1 1 0 0 1 0 O
i 1 0 1 0 0 1 O
1 1 0 0 1 0 0 1
1 1 -1-1-1-1-1-1
1 1 1 0 0 1 0 0
1 1 0 1 0 0 1 o0
1 1 0 0 1 0 0 1
1 1 -1-1-1-1-1 -1
1 1 1 0 0 1 0 O
1 1 0 1 0 0 1 0
1 1 0 0 1 0 0 1
1 1 -1-1-1-1-1-1
= 1-1 1 0 0-1 0 0
1-1 0 1 0 0-1 0
1 -1 0 0 1 0 0 -1
1 -1 -1-1-1 1 1 1
1-1 1 0 0-1 0 O
1-1 0 1 0 0-1 0
1-1 0 0 1 0 0 -1
1-1-1-1-1 1 1 1
1-1 1 0 0-1 0 0
1-1 0 1 0 0-1 0
1-1 0 0 1 0 0 -1
1-1-1-1-1 1 1 1
1 -1 1 0 0-1 0 0
1-1 0 1 0 0-1 0
1-1 0 0 1 0 0 -1
1 -1-1-1-1 1 1 1 |
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Como fue expresado anteriormente se
asume que W5 ~ NID , e: VY Eigie = 01
EiGk-1 + Vig)k » con Oy <ly vjg ~ NID
©,0 0.

Antes de pasar a presentar los resultados
obtenidos queremos dejar bien sentadas tres
cuestiones. En primer lugar, que dado que
hemos simulado datos que describen un mo-
delo aditivo, lo correcto serfa eliminar el efec-
to de la interaccién de la ecuacién (5.1) y
dotar al error de un mayor nimero de grados
de libertad, con lo que nuestro anélisis seria
més poderoso, el que no hagamos ésto se
debe a que nuestro propésito persigue sola-
mente fines ilustrativos. En segundo lugar,
que la anterior matriz de contrastes (X) y vec-
tor de puntuaciones (y) son las del usual mo-

Finalmente, en la Tabla 5.2 presenta-
mos un cuadro resumen del anélisis de la
varianza bajo el supuesto de independencia
serial y bajo la presencia de correlacién mo-
delada por ¢,=0,8. En esta tabla queda clara-

Psicotherna, 1990

_191
1 0
149
-0 -9
1 1
2
149 1+9
2 1
£
-9 -9
0 1
1407 1+9
i 0 0 0

delo del AVAR con ¢;=0. Como es obvio,
en el caso que nos ocupa, el pardmetro auto-
rregresivo es distinto de cero, en concreto
nosotros hemos simulado los da-tos dando un
valor a ¢, de 0.8; en consecuencia, los valo-
res correspondientes a la matriz X y el vector
y deben ser promediados por la matriz de
transformacién P definida en el apartado 3.
La unica razén para no hacer ésto obedece a
nuestro deseo de hacer los elementos de X y
de y lo mis sencillo que nos sea posible. Por
tiltimo, apuntar que una forma de proceder si-
milar deberfamos haber seguido si hubiése-
mos generado datos modelados por algtin otro
proceso de dependencia serial. Asi por ejem-
plo, si los datos en vez de seguir un modelo
AR(1), hubiesen seguido un MA(1) la matriz
> en vez de tener la forma descrita en el apar-
tado 4 tomaria esta nueva disposicién:

0 101 1
0 11 1
+0‘2
24
0 101 1
1 1 1 1|

mente puesto de manifiesto cémo la falta de
independencia de los errores incrementa fal-
samente la significacién del efecto de la va-
riable intra alrededor de un 45%. Por otra
parte, en la tabla 5.3. se puede comprobar,
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F.v S.C G.1 Cc.M F s.C G.L C.M F
Media (u) 3200 1 3200 115.2 1 115.2
Tratamiento AQ~V 288 1 288 4.91 34.56 1 34.56 5
Sujetos (A) 351.82 6 58.636 41.43 6 6.905
Tiempo (8,.8,,8,) 160 3 53.3 15.65 106.24 3 35.413 8.21
U,< U. ﬂmmv 144 1 144 105.60 1 105.60
b,v b, (8,) 32 1 32 30.72 1 30.72
bv b, (8, -16 1 — -30.06 1
Tratamiento x tiempo 0 3 0 0 3 0

(aB) 11 0 1 0 0 3 0

(af)12 o] 1 0 o} 3 [¢]

(af3) 13 0 1 o] 0 3 o]

BXS (A) 61.32 18 3.406 73.26 17 4.309
Total 4061.14 31 370.69 30

Tabla 5.2.- Andlisis comparativo del AVAR usual con el AVAR cuya estructura del error ha sido modelada mediante un proceso AR(1).
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Tabla 5.3.- Valor de los pardmetros estimados y de los errores estindar bajo ¢ = 0y¢$=08.

Diseno experimental Regresion Cod.Efectos

Parametros

valor de los Errores estandar

estimadores o‘:o ¢ 0.8
1

i = Bo
o = B
81 = B2
B2 = A
g1 - fa
(aB) 11 = Rs
{aff) 12 = 3o
(af) 11 = g7

.3536 L3632

.3536 L3622
.6677
L4800

.4800

1

1

0.5651
0.5651
N.5651
0.5651 L6677
0
0

.5651 .4800

o 0O O 0 O O » =

L9651 4800

c6mo la autocorrelacién no afecta al valor
de los pardmetros estimados bajo el modelo
usual del AVAR; sin embargo, si bien es
cierto que los estimadores no estan sesga-
dos, no lo es menos que estos son menos
eficientes que los obtenidos mediante el
modelo del AVAR que contempla la corre-
lacién existente.

6. A modo de conclusion

En el presente trabajo hemos argumen-
tado en contra de proceder con el usual mo-
delo mixto del AVAR cuando la asuncién
de independencia de los errores asociados
con los registros efectuados a lo largo del
tiempo es incumplida, pues esta violacién
puede afectar gravemente a la eficiencia de
las estimaciones llevadas a cabo, lo cual
como es sabido conlleva a que infravalore-
mos, o como generalmente ocurre, sobreva-
loremos los verdaderos valores de los efec-
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tos principales y de las interacciones. Para
hacer frente a este grave inconveniente,
hemos seguido acudiendo al modelo mixto
del AVAR, ya que a nuestro modo de ver
éste sigue siendo el candidato natural para
acometer correctamente este tipo de situa-
ciones, pero con la estructura del error mo-
delada mediante un proceso autorregresivo
de orden uno, o bien a través de algin pro-
ceso ARMA miés complejo. Por tltimo, re-
sefiar que esta manera de proceder, ademds
de poder aplicarse cuando los sujetos son
observados un nimero aleatorio de veces y
los grupos de unidades experimentales no se
encuentran completamente balanceados,
puede extenderse a situaciones tedricamente
més complejas, como puede suceder en
aquellos casos en los cuales dispongamos
de distintos grupos de sujetos formados ale-
atoriamente en los que efectuemos registros
tanto antes como después de la presentacion
de los tratamientos.
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