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RESUMEN

Se explican las relaciones fundamentales entre el escalamiento multidimensional mé-
trico (MDS-M) y el analisis de componentes principales (ACP). Para los dos modelos se des-
criben las matrices sobre las que trabajan, las condiciones de aplicacién, procedimientos de
célculo, soluciones y resultado. Se hace especial hincapié en que el andlisis de componentes
principales (ACP) debe considerarse como una técnica R, que opera sobre matrices de cova-
rianza, mientras que el escalamiento multidimensional métrico (MDS) es una técnica Q, apli-
cable a matrices de coeficientes de asociacién entre objetos o individuos. Se concluye esta-
bleciendo que es una falsa creencia considerar la existencia de una identidad fundamental
entre los dos modelos, puesto que su parecido radica inicamente en que usan los mismos te-
oremas para llegar a la solucién.

Palabras Clave: escalamiento multidimensional métrico, anélisis de componentes prin-
cipales, técnicas-Q, técnicas-R.

ABSTRACT

Relation between metric multidimensional scaling and principal component analysis.
The fundamental relations between metric multidimensional scaling (MDS-M) and principal
component analysis (PCA) are explained. Both models are described in terms of type of data
matrix analyzed, fundamental assumptions made, computational procedures, solutions and
results. It is emphasized that the principal component analysis (ACP) is considered a R-tech-
nique, operating on covariance matrices, whereas the metric multidimensional scaling (MDS-
M) is a Q-technique which deal on matrices consisting of association taken to be a funda-
mental identity between the two models is shown to be merely the employment of the same
theorems to arrive the solution.

Key Words: Metric multidimensional scaling, principal component analysis, Q-tech-
nique, R-technique.
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INTRODUCCION

En la investigacion psicoldgica, fre-
cuentemente se dispone de informacién en p
variables para un conjunto de n sujetos, dis-
puesta en una matriz de datos X (n x p). Ma-
trices como ésta son el punto de partida para
la operaci6n de un cierto niimero de técnicas
de Andlisis Multivariante, como el Andlisis
de Componentes Principales (ACP) y el And-
lisis Factorial (AF). Una situacion diferente
es la que se presenta cuando se dispone de
una matriz D (nxn), de proximidades entre n
objetos, estimulos o individuos, tipica de los
procedimientos de Escalamiento Multidimen-
sional (MDS). A pesar de estas diferencias en
lo referente al tipo de datos sobre los que se
aplica el anilisis, existen numerosas analo-
gias en lo que concierne a los procedimientos
de célculos y soluciones.

En este articulo se analizan las semejan-
zas y diferencias entre los métodos de Esca-
lamiento Multidimensial Métrico y Analisis
de Componentes Principales, en lo que se re-
fiere a datos, objetivos, hip6tesis, procedi-
mientos de célculo y soluciones, teniendo en
cuenta que el primero puede considerarse re-
presentacién de las denominadas técnicas-Q,
(a partir de matices nxn, de estimulos), mien-
tras que el segundo lo es de las técnicas-R ( a
partir de matrices pxp, de variables). Para
ello, se describen en primer lugar las caracte-
risticas fundamentales de cada uno de estos
métodos independientemente.

A fin de poder establecer las conexiones
entre ambos modelos, consideramos la ver-
si6n métrica del MDS (Torgerson, 1958), en-
tendiendo con el término métrico que la es-
cala de medida de los datos es al menos de
nivel de intervalo.

TECNICA-R: EL ANALISIS DE
COMPONENTES PRINCIPALES (ACP)

En el ACP, el conjunto de datos viene
dado generalmente por una matriz X de n in-
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dividuos sobre p variables o atributos. A par-
tir de X se construye una matriz de covarian-
zas, S(pxp), sobre la que opera el procedi-
miento denominado R-técnica, que se des-
cribe brevemente a continuacién. Sea:

que recoge observaciones de n individuos
sobre p variables. El ACP se propone obtener
un conjunto de combinaciones lineales estan-
darizadas que tienen sucesivamente varianza
méxima, a fin de resumir la informacién ori-
ginal contenida en un conjunto de p variables
en otro conjunto menor de k nuevas varia-
bles, denominadas componentes, de forma
que se pierda en el proceso la menor infor-
macién posible, con objeto de lograr una
mayor interpretabilidad de los datos.

En sintesis, si entre las p variables origi-
nales existiesen ciertas relaciones estocdsticas
de dependencia, éstas podrian aprovecharse
para condensar la informacién en k nuevas
variables incorrelacionadas, combinacion li-
neal de las originales, que explicasen la va-
riacién del sistema eliminando toda informa-
ci6én redundante.

Bajo esta perspectiva, la muestra se con-
sidera como n puntos, P;, en un espacio de di-
mension p, cuyas coordenadas referidas a los
ejes rectangulares son (X;;, Xjp, ..., Xjp). El
conjunto de filas de la matriz X constituye
una nube de n puntos. Se intenta representar
esta nube en un espacio de dimension inferior
k. Se comienza con el menor posible, bus-
cando una recta que sea la que mejor se
adapte a la nube, segin el criterio de mini-
mos cuadrados ortogonales. Sea esta recta y;
y sea ademds y, el vector unitario del subes-
pacio considerado, tal que:

En la figura 1 puede observarse el ajuste
a dicha recta.
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Figura 1. Ajuste de una recta a la nube de puntos.

Consideremos un punto de la represen-
tacion anterior, por ejemplo M;, con una lon-
gitud que representamos por medio de un
vector OM,. La proyeccién OH; de dicho
punto sobre la recta y,, con el vector unitario
v; es el producto escalar de OM; por y, o
suma de los productos término a término de
los elementos de OM; y de v;.

Si se establecen estas proyecciones para
cada una de las filas de la matriz X, el pro-
ducto matricial Xy, es una matriz columna de
n elementos que representa las proyecciones
de cada objeto sobre y,. El objetivo del ani-
lisis es maximizar dichas proyecciones al
cuadrado y;’X’Xy,, que es equivalente a mi-
nimizar las distancias al cuadrado. Una expo-
sicién mé4s detallada del proceso puede en-
contrarse en Martinez y Batista (1989).

El problema no es més que un caso de
calculo de valores extremos condicionados,
que nos da como solucién:

|s-A1]=0

El desarrollo de la expresién anterior
conduce a la ecuacion caracteristica, que per-
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X,

mite obtener el valor A, que sustituido en el
sistema:

|s-A|y,=0 ()

proporciona el vector y; que es el autovector
asociado a A,.

Posteriormente, se busca un segundo
vector, ¥, perpendicular al primero, tal que
haga minima la suma de cuadrados de las
perpendiculares sobre el plano que definen y,
y ¥». La suma de cuadrados en esta nueva di-
reccién es el segundo autovalor. Continuando
en este sentido se encuentran propiedades si-
milares, para los autovalores sucesivos.

En sintesis, dada una matriz de datos X,
caracterizada por su vector de medias x y ma-
triz de covarianzas S, el ACP se propone en-
contrar un vector vl que hace mixima la ex-
presién:

v XXy (2)
siendo X, la matriz de datos centrada en la
media y sujeto a la restriccion:

Yiyv =1 &)

es decir, que estd normalizado.
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De estaforma, ninguna otra combina-
cién lineal de las p variables originales tendrd
varianza mayor que ésta denotada A,. Poste-
riormente, se trata de encontrar un segundo
vector y,, que verifique (2) y (3) y que sea
ortogonal a y,, es decir:

y'v,=0

Continuando este proceso, se obtiene
una matriz V, cuyas columnas, ortogonales,
son los p autovectores (v;) asociados a los p
autovalores (A;) de la matriz S, de modo que,
siendo:

A =diag (A}, Ap,e..e0s &)
con elementos tales que:
A2 A
SV=VA 4)

Esta diagonalizaci6n se lleva a cabo
aplicando el Teorema de la descomposicion
espectral (véase Mardia et al. 1979; Batista y
Martinez, 1989) a la matriz S. Como es sa-
bido, diagonalizar S equivale a referirla a una
nueva base de autovectores normalizados,
elementos de V, que van a permitir construir
las componentes que eliminan la informacién
redundante de las variables originales.

En forma matricial, las componentes, Y,
se pueden expresar:

Y=(X-ux)V &)
Donde:

(X-ux’) =X, la matriz de puntuacio-
nes centradas en la media, siendo u el vector
unidad de orden n.

La ortogonalidad de V permite transfor-
mar (X - uy x’) en otra matriz Y del mismo
orden, cuya matriz de covarianzas viene dada
por:
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Sy = nl Y’HY
=V X-uxYHX-ux)V
=n! VX’HXV=V'SV=A (6)
Donde:
H=1-@w)

es decir, la matriz de centrado.

Las columnas de la matriz Y son orto-
gonales, siendo la varianza de las variables y;
0 componentes:

Var(y) = (X-ux)y; =] @)

Esta transformacién en componentes
principales permite expresar la puntuacion
del r-6simo individuo en términos de las nue-
vas variables y; como:

Y= (-0

= f, Xerj Vij ®)
j=1

En la prictica, se espera resumir la va-
riabilidad que hay en los datos, usando sélo
las componentes principales con varianza
més alta, es decir, reduciendo la dimensiona-
lidad. Puede justificarse esta reduccidn bien
porque la matriz de covarianzas tenga un
rango k < p o porque los p-k autovalores res-
tantes correspondan a valores muy pequefios
que contribuyen poco a las distancias entre
las coordenadas originales. En resumen, el
ACP pretende explicar la mayor varianza po-
sible de las variables originales con el menor
nimero de componentes.

La obtencién de las componentes podria
haberse conseguido anélogamente conside-
rando la representacion geométrica de las va-
riables aleatorias en R y diagonalizando la
matriz XX, El criterio en este caso hubiese
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sido el de maximizar las proyecciones de los
vectores representativos de las variables ori-
ginales o varianza explicada. El conjunto de
autovectores que se obtendrian de esta forma
estdn directamente relacionados con los ante-
riores y los autovalores coinciden.

TECNICA-Q : ESCALAMIENTO
MULTIDIMENSIONAL METRICO

Consideremos ahora el modelo de esca-
lamiento multidimensional métrico en el que
el conjunto de datos son relaciones percibidas
entre los elementos de un conjunto de objetos
o0 estimulos.

El concepto que subyace en este modelo
€s que existe un isomorfismo entre los obje-
tos y sus medidas de proximidad de un lado,
y el conjunto de puntos del espacio euclideo
y sus medidas de distancia por otro.

Dado un conjunto de n objetos se dis-
pone en una matriz simétrica A(nxn), la simi-
laridad o disimilaridad percibida entre cada
par de objetos i y j, §;. Tales medidas se de-
nominan medidas de proximidad, y represen-
tan (di)similaridades entre objetos. El escala-
miento multidimensional opera sobre matri-
ces A para transformarlas en matrices de dis-
tancias euclideas, transformando las proximi-
dades, que pueden considerarse distancias
con origen arbitrario, en distancias absolutas.

Entre los distintos métodos MDS que
realizan un ajuste euclideo, nos restringimos
al MDS Métrico (Torgerson, 1958).

El MDS métrico tiene como fin cons-
truir una configuracién de los n puntos a par-
tir de la informaci6n de las n(n-1)/2 distan-
cias entre pares de n objetos. El propésito es
obtener una representacién gréfica en un es-
pacio de dimensi6n minima, que permita ex-
traer la informacién significativa acerca de
las relaciones entre los objetos. La estructura
de este espacio es andloga a la del “espacio
perceptivo” que utilizan los individuos al
emitir sus juicios sobre la (di)similaridad
entre los objetos. Es decir, se espera inferir
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de la estructura del espacio, los atributos mas
importantes que caracterizan a los objetos y
que utilizan los individuos al emitir sus jui-
cios sobre aquellos.

Dada una matriz A = (3;) de (di)simila-
ridades entre los pares de n objetos, se trata
de encontrar n puntos P, (i=1,2,...,n) en un es-
pacio de dimensién mfnima k (k <n), con
matriz de coordenadas X*y con distancias D*
= (d;®.

Se trata por tanto de hallar las coordena-
das de estos puntos en un espacio de dimen-
si6n k (RX, d*). Para ello, el primer paso con-
siste en transformar las (di)similaridades Bij
en distancias absolutas, que cumplan la desi-
gualdad triangular en R», D = (d;)) (Torger-
son, 1958). A partir de D se construye una
matriz A =(a;) de coeficientes de asociacion
entre objetos, con elementos definidos como:

4; =-(1/2)di* =0
)
2= (1/2) dy

A continuacién se construye una matriz
B simétrica de productos escalares, cuyos
elementos vienen dados por:

by=a;-a -a;+a 10)
Donde:

a, :media de los elementos de la fila i-
ésima de A

: media de los elementos de la co-
lumna j-ésima de A

a_ :media de todos los elementos de A

a j

La matriz B va a proporcionar una repre-
sentaci6én de los n objetos en un espacio eucli-
deo de dimensién h (k < h <n), para ello, es
condici6n necesaria y suficiente que sea semi-
definida positiva de rango h (mardia et al.
1979). Obsérvese que aln no se ha conse-
guido la dimensionalidad minima requerida.
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En estas condiciones, se calculan los au-
tovalores de B, A, (r = 1,2,...,h), cuyos auto-
vectores asociados son las columnas de una
matriz X, cuya fila i-€ésima contiene el punto
P, de coordenadas x;; (j = ,....,h). Estos pun-
tos constituyen una solucién MDS en un es-
pacio R". La r-ésima columna de X es el au-
tovector correspondiente a A,.

7 SR Ay
P, K[| eeevererseneoneesreconne Xin
P, Q| eeeevemsneeneeneereennes X2n
Po K o X
Kl eeeveereernsereneneenns X

Tabla 1. Autovalores y autovectores de B

Sea:
A = diag(A,....s Ay)

y denotando:
'=XA?

I' (nxh) contiene los autovectores normaliza-
dos de B, de forma que la suma de cuadrados
de un autovector x; es el autovalor correspon-
diente A;. Por el teorema de la descomposi-
ci6n espectral B se puede expresar como:

B=TAT’ (11
Sustituyendo I" en (11) se obtiene:
B=XA"AA"X =XX’ (12)
La expresion (12) representa la matriz

de productos escalares de la configuracién de
objetos en R*. Dado que X (nxh) representa
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dicha configuracién de objetos en R* (h <n),
si tratamos sus columnas como variables, se
puede aplicar el ACP para reducir la dimen-
sién a un espacio Rx. Sea S (hxh) la matriz de
covarianzas calculada a partir de X
(nS=X"HX, donde H es la matriz del cen-
trado) y sea A,,......, Ay, que suponemos dife-
rentes y distintos de cero. Estos autovalores
Aj lo son también de la matriz B = HXX’H y
tienen como autovectores asociados ¥;.

Por el Teorema de Descomposicién Sin-
gular (véase Mardia et al. 1979, p. 473) dada
HX (nxh), se pueden elegir los signos de ¥, y
v;, de forma que HX= VI"’ (donde V es una
matriz ortonormal por columnas nxh) y tal
que:

rr=v'v=l,

Por ser I" ortogonal, HXA = V. La pro-
yeccién de las n filas de HX sobre el vector ¥;
proporciona los puntos sobre la i-ésima com-
ponente principal. Si adem4s nos restringi-
mos a las k primeras columnas de I', se obtie-
nen los puntos sobre las k primeras compo-
nentes principales:

HXT, = V[T, = V,

Dado que las columnas de I" son ortogo-
nales, V, = XTI, representa la proyeccion de
X sobre un subespacio de dimensién k de K",
denotando a la configuracién de puntos que
representa como X*.

Estas k dimensiones se interpretan como
las caracteristicas de los objetos a las cuales
prestan atencién los sujetos al emitir sus jui-
cios sobre la disimilaridad de los mismos. El
significado de una dimension particular se
determina observando las posiciones relativas
de los objetos a lo largo de ésta.

Como puede observarse a partir de la
exposicion anterior, la aplicacién del ACP no
se hace directamente a una matriz XX’, re-
sultante de trasponer la matriz original de
datos.

Psicothema, 1991



RELACION ENTRE ESCALAMIENTO MULTIDIMENSIONAL METRICO Y ANALISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES

PROCEDIMIENTOS DE EVALUACION
DE LAS SOLUCIONES

Por ultimo, veamos la similitud de los
procedimientos de evaluacién de las solucio-
nes en los dos métodos.

En MDS sea X la configuracién obte-
nida en R"y sean I'; (nxk) y I';[nx(h-k], ma-
trices ortogonales.

Sea X* = X I, una proyecci6n de la
configuraci6én X sobre el subespacio de R
engendrado por las columnas de I'), que es la
configuraci6n en un espacio de dimension k.
La distancia entre dos puntos i, j en el espa-
cio R" viene dada por:

k
2. = _x. )2
d ij = Z,l(x-u Xjr)

SEW-@ (3)

Si denotamos las distancias entre las
filas de X ', por d*;;, se tiene:

k
T L

Obviamente d*; > d%;, es decir, al pro-
yectar una configuracién disminuyen las dis-
tancias entre los puntos de la misma. Una
medida de la discrepancia entre la configura-
ci6n original X y la proyectada X*, viene
dada por la suma de las diferencias entre
ambas distancias para todos los pares de pun-
tos:

o(X) =Z

i%

n(d%-d?)  15)

(15) se hace minima cuando X se proyecta
sobre las componentes principales, en tal
caso, el minimo viene dado por:

min 6(X) =2n Ay, 4.t Ay)  (16)
Esta es una medida del grado en que el

ajuste al modelo de escalamiento no es
bueno.
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En ACP una medida natural de la “bon-
dad del ajuste” viene dada por la suma de los
k primeros autovalores, dividida por la suma
total de ellos, es decir:

% de var. explicadA=

que representa la proporcién de varia-
cién total explicada por las k primeras com-
ponentes principales. Esta proporcion es una
medida cuantitativa de la cantidad de infor-
maci6n retenida en la reducci6n de p a k di-
mensiones. Lawley (1963) presenté un esta-
distico de contraste para el nimero de dimen-
siones a retener, basado en la igualdad de los
autovalores Ay, q,...s Ape

CONCLUSIONES

A lo largo de las pdginas anteriores se
trataron los modelos de ACP y MDS métrico.
En la exposicion se han podido observar al-
gunas semejanzas entre ambas, pero funda-
mentalmente marcadas diferencias.

En ambos casos, como se trata de proce-
dimientos matem4ticas y no propiamente es-
tadisticos, no se requieren supuestos distribu-
cionales, pudiendo aplicarse a conjuntos de
datos con métrica de intervalo y distribucio-
nes desconocidas.

Ademais, las dos técnicas son computa-
cionalmente equivalentes en alguna de sus
fases, puesto que en ambas el problema ma-
temético consiste en diagonalizar una matriz,
es decir, encontrar los autovalores y autovec-
tores asociados de una matriz de productos
escalares, para construir una configuracion.

Ambos métodos intentan reducir la di-
mensionalidad inicial de una matriz de datos
a una minima, basindose en los mismos teo-
remas para establecerla (teorema de la des-
composicién espectral).

Algunos autores como Chatfield y Co-
llins (1980) extraen m4s semejanzas de las
que realmente existen, puesto que consideran
que sobre la misma matriz de datos del anéli-
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sis de componentes, X (nxp) centrada, el
ACP trabaja sobre X’ X, mientras que el
MDS métrico lo hace sobre XX'. Realmente,
esie procedimiento es el que establecen Le-
bart et al. (1982) al representar los individuos
en Rp, utilizando las componentes, pero no
en el MDS métrico.

Las principales diferencias entre ambos
métodos vienen de que el MDS y el ACP son
casos particulares de las técnicas Q y R, res-
pectivamente. El MDS no es mis que un caso
particular de la técnica Q, similar en sus pro-
cedimientos de cilculo al denominado Andli-
sis de Coordenadas Principales (Gower,
1966), aunque con mas restricciones en la
matriz de datos A a analizar. En el Anélisis
de Coordenadas Principales, A puede ser
cualquier matriz de coeficientes de asocia-
cién entre objetos, mientras que en el MDS
métrico, los elementos de ésta deben ser dis-
tancias, entre objetos medidos al menos en
escala de intervalo.

Un grave error frecuentemente come-
tido en Ciencias del Comportamiento con-
siste en una falsa interpretacién de las deno-
minadas técnicas Q, y es el de trasponer la
matriz de datos X (nxp), para convertirla en
otra X’ (pxn), obteniendo covarianzas o co-
rrelaciones entre objetos o individuos y lle-
vando a cabo sobre ella un ACP o un AF
(McKeowm y Thomas, 1988), puesto que
cstas covarianzas no tienen sentido. Se re-
quiere otro tipo de tratamiento de datos para
obtener una matriz tipo Q de coeficientes de
asociacién, por ejemplo los diferentes méto-
dos tratados en la Taxonomia Numérica (vé-
anse Cuadras, 1981 o Coxon, 1982, para una
revision) o la técnica Q-sort, de gran tradi-
cién en Psicologfa (Stephenson, 1935;
Brown, 1986; Mckeowm y Thomas, 1988).
Si comparamos las matrices de productos es-
calares en ambos modelos, en MDS se ob-
tiene a partir de la matriz simétrica de distan-
cias entre objetos, en tanto que en el ACP se
determina a partir de la matriz de covarianzas
entre variables.
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El objetivo de ambas técnicas también
es diferente; en MDS se trata de obtener una
configuracién de objetos, en tanto que en el
ACP, esto es s6lo una parte y no la mis im-
portante del mismo. En éste, una vez deter-
minadas las componentes y las puntuaciones
de los objetos en las mismas, éstas pueden
utilizarse como ejes de referencia para repre-
sentar los objetos.

En MDS el espacio de objetos es ani-
logo a un espacio perceptivo en el que las
distancias entre puntos corresponden a rela-
ciones percibidas entre objetos y sus dimen-
siones se interpretan como las caracteristicas
de los objetos a las que los sujetos prestan
atencién al emitir sus juicios.

En el ACP el espacio de las variables no
se considera representativo del espacio per-
ceptivo de un individuo o conjunto de indivi-
duos, sino de las relaciones subyacentes entre
un conjunto de atributos con respecto a una
muestra de individuos.

Las dimensiones representan los atribu-
tos hipotéticos subyacentes comunes a todas
0 a algunas de las variables observadas. En
este sentido, las dimensiones representan ca-
racteristicas de una muestra de individuos. En
MDS no existe una interpretacién aniloga a
ésta.

En lo que respecta a los datos, el MDS
analiza medidas de similaridad percibida
entre objetos, obtenidas mediante diversos
métodos de escalamiento, que producen
medidas de intervalo: comparaciones bina-
rias, triadas, tétradas, etc., que requieren
juicios simples por parte de los sujetos
(Torgerson, 1958) y que dan lugar a matri-
ces nxn. Ademads puede analizar un con-
junto de medidas de proximidad emitidas
por un individuo.

En el ACP se dispone de un conjunto de
puntuaciones de n sujetos en p variables. Por
otra parte, una observacién sobre un con-
junto de atributos no es suficiente en ACP ya
que se necesitan miiltiples observaciones
para obtener las covarianzas dadas en S.
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En resumen, las principales semejanzas
entre ambos modelos son:

1) Ambos determinan una representacién
geométrica en un espacio de dimension
minima.

2) Se basan en los mismos teoremas para
determinar la dimensionalidad.

3) En una determinada etapa del procedi-
miento de cdlculo utilizan algoritmos
equivalentes, puesto que el MDS utiliza
el anélisis de componentes.

Las diferencias m4s destacables se refie-
ren a:

1) Tipo de datos que analizan.
2) Objetivos de ambos modelos.
3) Interpretacién de la solucion.

En general, podemos considerar mis
rico el modelo de componentes, en el sentido
de que permite la representacién dual, mien-
tras que el segundo no.
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