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Modelos de regresion multinivel: aplicacion en psicologia escolar

Juan C. Oliver, Jesis Rosel y Pilar Jara
Universitat Jaume |

Es frecuente en la investigacion comportamental que el proceso de recogida de datos no sigalos prin-
cipios del muestreo aeatorio simple supuesto por la regresion clésica, sSino un muestreo por agrupa-
mientos (cluster sampling) en donde junto con los participantes se sel ecciona también unidades con-
textuales a las que éstos pertenecen tales como escuelas, municipios o empresas. La consecuencia de
utilizar regresion ordinaria es la produccion de sesgos en €l error tipico de mediday un aumento en la
probabilidad de cometer errores de inferencia. El andlisis multini vel modela explicitamente estas rela-
ciones jerarquicas proporcionando ademéas estimaciones sobre la variabilidad contextual de los coefi-
cientes deregresion. El objetivo del trabajo es simplificar el analisis multinivel como una generaliza-
cién del andlisis de covarianza, a partir de conceptos estadisticos més comunes como |os disefios de
medidas repetidas, modelos de efectos fijos y aleatorios. Se presentan ejemplos de aplicaciones en el
contexto de la psicologia escolar.

Multilevel regression models: Applications in school psychology. Data collection procedures in the be-
havioral sciences do not always follow the rules of simple random sampling, an assumption of ordi-
nary least squares regression. Thisisthe case in cluster sampling designs which contain more than one
type of experimental unit, such as subjects that are nested within classes, schools or companies. Failu-
re of taking into consideration the specia structure of the data results in estimation bias for the stan-
dard error and in an increase in the probability of inference errors. Multilevel analysis modelsthisre-
lationship among the observations while providing unbiased standard error and estimates of the con-
textual variability of regression coefficients. The purpose of this paper isto simplify multilevel analy-
sis as ageneralization of the analysis of covariance on the basis of commonly used statistical concepts
such as repeated measures designs, fixed and random effects models. Several application examplesin

school psychology are reviewed.

La distincion entre model os estadisticos de efectos fijos, alea -
torios y mixtos fue planteada por Eisenhart (1947) y se ha conver-
tido en nomenclatura bésica en la estadistica aplicada de nuestros
dias. En un disefio de investigacion, un factor esaleatorio si susni-
veles consisten en una seleccién a azar de una poblacion de nive-
les posibles. Un factor es considerado fijo, S sus niveles son esco-
gidos premeditadamente y por un procedimiento no aleatorio (Mi-
Iliken y Johnson, 1992). Por ejemplo, en una muestra a azar de
profesores en un estudio experimental sobre la influencia de dis-
tintos estilos de ensefianza en el rendimiento, la variable profesor
congtituiria un factor aleatorio. Si comparamos en cambio la efi-
cacia de tres métodos didécti cos concretos (A, B y C por gjemplo),
éstos constituirian un factor de efectos fijos ya que se esta especi-
ficamente interesado en estos métodos y no en otros. Se considera
un modelo de efectos mixtos a aquél en el que uno o mas factores
son fijosy @ menos uno es aleatorio. Una combinacion de los dos
estudios arriba citados seria un ejemplo de disefio mixto que per-
mitiriaevaluar de forma conjunta tanto los métodos de ensefianza
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(A, B, C), como lavariabilidad en €l efecto de los profesoresy la
interaccion entre ambos factores sobre €l rendimiento. Conviene
aclarar que laliteratura psicologica (Myersy Well, 1991; Keppel
y Zedeck, 1989) se refiere a veces a un disefio mixto como una
combinacion de factoresintray entre sujetos. La acepcion de efec-
tos mixtos que se da en laliteratura multinivel es un poco més ge-
neral. El sujeto en un modelo de medidas repetidas es tipicamente
un factor aleatorio; sin embargo no es necesarialaexistenciade un
factor intrasujetos para combinar los dos tipos de efectos, tal como
se ve en e gemplo anterior. La clarificacion de Eisenhart (1947)
fue més lingistica que conceptual, en el sentido de que sus térmi-
nos describian model os que estaban siendo ya puestos en préctica
con anterioridad en €l disefio y andlisis de experimentos (Tippett,
1931, 1937; Daniels, 1939; Jackson, 1939; Cochran, 1939; Winsor
y Clarke, 1940; Ganguli, 1941; Crump, 1946, 1947; Searle, Case-
Ilay McCulloch, 1992). Estos modelos han extendido y generali-
zado el andlisis de varianza introducido por Fisher (1918, 1925),
surgiendo en contextos de aplicacion diversos, como por gjemplo
en biologia, ingenieriay ciencias del comportamiento.

La utilizacion de model os con efectos aleatorios ha sido un po-
co més tardia en el analisisde regresion, aungque existen antece-
dentes tempranos (Cochran, 1946; Tukey, 1951; Anderson y Ban-
croft, 1952). El analisis multinivel es basicamente un modelo de
regresion de efectos mixtos, en donde se intenta estudiar unarela-
cién lineal entre dos variables en estudios donde se ha realizado
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muestreo por agrupamientos (cluster sampling) (Goldstein,
19864a). Esto ocurre cuando en una investigacion psicolgica exis-
ten, ademas de los sujetos, otras unidades de andlisis tales como
escuelas, municipios, empresas, hospitales, etc. La existencia de
estas agrupaciones natural es quedareflgjada en laestructurade los
datos; esto hace que se incumpla el supuesto del muestreo aleato -
rio simple y que muchas técnicas estadisticas convencionales, ta-
lescomo el Andlisisde Varianza(ANOVA) de efectosfijosolare-
gresion clésica sean inapropiadas. Esto es debido a que se produ-
cen sesgos en la estimacion del error tipico de mediday un au-
mento en la probabilidad de cometer €l error de rechazar la hip6-
tesis nula cuando ésta es cierta. El andisis multinivel modela ex-
plicitamente estas rel aciones jerarquicas, eliminando estos sesgos,
proporcionando ademas estimaciones de interés psicol 6gico sobre
lavariabilidad y replicabilidad de los coeficientes de regresidn en
los distintos contextos sociales (Robinson, 1950), y sobre la in-
fluencia de éstos en €l comportamiento del individuo.

Un investigador educativo puede, por giemplo, ir a un grupo de
escuelasy recoger datos sobre el nivel socioecondmico de losaum-
nosy su rendimiento académico, afin de constatar si existe unare-
lacion funcional entre ambas variables. Tendriamos asi dos tipos de
unidades experimentales: € sujeto y la escuela, correspondientes a
lo que en laliteratura se denomina también como primer y segundo
nivel de andlisis (Goldstein, 1986a). En €l caso del sujeto, lavaria
ble deinterés es el rendimiento académico. En € caso de las escue-
las, las variables de interés son sus respectivas medias y pendientes
de asoci aci 6n entre nivel socioecondmico y rendimiento, expresadas
mediante | os estimadores de sus rectas de regresion. El objetivo del
andlisis multinivel consiste en constatar S existe variabilidad en las
rectas deregres 6n entre las distintas escuel as. De esamanera, y me-
diante una consideracion integrada de ambos niveles de andlisis, se
pretende cuantificar y contrastar hip6tesis estadisticas acerca de la
incidencia de los distintos contextos académicos en € rendimiento
escolar y en surelacidn con el nivel socioeconémico del nifio. Exis-
te en la literatura una proliferacion algo redundante y en ocasiones
confusa para €l investigador usuario de estos métodos. El objetivo
del trabajo es simplificar y presentar €l andlisis multinivel como una
generalizacion del andlisis de covarianza, y a partir de conceptos es-
tadisticos mas comunestales como los disefios de medidas repetidas
y ladistincién entre modelos de efectos fijos y aleatorios.

Andlisis Multinivel y Andlisis de Covarianza

La relacion entre un modelo multinivel y el andlisis de covar
rianza es andloga a la diferencia entre una pruebat de Student pa
ragrupos independientes, y otra prueba t para medidas repetidas.
La diferencia radica en la matriz de varianzas-covarianzas de la
distribucion de observaciones. Imaginemos un experimento sobre
la eficacia de un determinado refuerzo conductua sobre la cola-
boracién de nifios en tareas domésticas. En €l primer caso, podria-
mos formular la distribucion de las obser vaciones segin el mode-
lo lineal delasiguiente manera:
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endondej y j' son sujetos distintos asignados a dos condiciones
derefuerzo (1y 2). Este esun modelo tipico de efectos fijos, pues-

to que sdlo hay un Unico componente de varianza, 62 (si asumi-
mos, igualmente, que 03=0%), correspondiente alas diferenciasin-
dividuales en cada grupo de refuerzo.

En un model o de medidas repetidas, en cambio, la distribucion
serialasiguiente:
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paraj = 1,2,3,....,n nifios

en donde y;; e Y, son resultados del mismo nifio en las condicio-
nes antes y después del refuerzo; p, y 1, son las medias poblacio-
nales en cada caso, o efectos fijos. Se asume que 03=0%, quella-
maremos abreviadamente ¢2. La diferencia bésica entre ambos
modelos estd en que existe asociacion entre las observaciones.
Mientras que en €l primer caso las mediciones realizadas en los ni-
fios son independientes, en el segundo caso la matriz de varianzas
covarianzas contiene un elemento adicional (0,,). ES precisamen-
te esta caracteristica la que hace necesario el uso de distintas es-
trategias de andlisis especificas, y por la que se considera que el
modelo de medidas repetidas es un modelo de componentes de va-
rianza o de efectos a eatorios.

Una situacién andloga en un contexto de regresion diferenciael
analisis de covarianza clésico del modelo multinivel. Recordemos
que el primero es una combinacion de un andliss de varianzay de
regresion clasico. Se haria un andliss de regresion ordinario, por
gemplo, entre & ndmero de horas de preparacion para un examen
y rendimiento académico afin de estudiar la eficacia de os hébitos
de estudio en una poblacién de nifios. En el andlisis de covarianza
clasico seincluiriael estudio de esta relacion en un disefio de dos o
més grupos, como por gjemplo, dos tipos de entrenamiento en hé-
bitos de estudio con respecto a un grupo de control. L os sujetos en
este caso podrian ser asighados a eatoriamente a uno de los grupos,
y se podrian contrastar hipétesis tanto sobre las diferencias entre los
métodos de estudio, como sobre la eficacia dd tiempo invertido.
Los efectos de interés en este caso son fijos, puesto que se han ele-
gido premeditadamente dos programas de entrenamiento de estudio
especificos frente a un grupo de control. Tendriamos un andlisis de
covarianza de efectos mixtos o0 modelo multinivel si en lugar de es-
tos programas concretos, € objetivo del estudio fuera, por gjemplo,
d contrastar la eficacia de las horas de estudio en una seleccion de
escuelas a azar. En este caso habria dos tipos de unidades experi-
mentales, laescuelay el nifio, y las medidas de los nifios dentro de
cada escuela estarian correlacionadas, por lo que € modelo de efec-
tos fijos no seria apropiado. Como consecuencia, la matriz de cova-
rianzas del modelo multinivel contaré con mas de un componente.

@

Modelo con pendiente comin entre grupos

Bajo e supuesto de igualdad de pendientes entre escuelas (ver
Figura 1d), e componente de varianza adicional (0%) representala
covarianza entre las observaciones intraescuel as realizadas en los
nifios (ver Tabla 1). Es préctica comun en estos casos €l centrar los
valores de la variable predictora (X; — X); es decir, el expresarlos
como desviaciones respecto de su media, en lugar de mantener la
métrica original. La ventaja de este procedimiento es que €l punto
de corte en origen de cada recta de regresion para cada grupo se
convierte en la media aritmética de su variable dependiente (ver
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Figura 2). Esto facilitalainterpretacion de los resultados y la rea-
lizacion de inferencias sobre los parametros, ya que a menudo las
variables psicol égicas son medidas en escalasdeintervaloy € ori-
gen esdificilmente interpretable. Tras este procedimiento de cen-
trado en el ejemplo anterior, 02 representa también la varianza de
las medias entre escuel as.

Modelo con pendiente cambiante entre grupos

El supuesto de pendientesigual es paralos distintos grupos pue-
de no estar justificado, por lo que conviene contrastar estadistica-
mente su homogeneidad. En e ejemplo anterior, pudiera existir
variabilidad entre escuelas en el rendimiento adicional obtenido
por cada hora de estudio invertida por sus alumnos. En este caso,
la covarianza intragrupos incluye dos parametros adicionales: la
varianza de |as pendientes de las distintas escuelas (03) y lacova
rianzaentre lamediay las pendientes de |as escuelas (0,,;). Las Fi-
guras 1a, 1by 1cilustran gréficamente el significado de estos pa-
rametros. Bryk y Raudenbush (1992) presentan un gjemplo con
variabilidad significativa de las pendientes entre nivel socioecond-

la) 035>0 02=0 0, =0

mico y rendimiento para diferentes escuelas, en donde algunas de
éstas magnifican las desigualdades iniciales y otras las compen-
san. El modelo multinivel hasido asi instrumental paradescribir la
naturaleza de |las diferencias entre los efectos del proceso educati -
Vo en distintos centros escolares.

Elaboracion y Generalizacion del Modelo con Coeficientes
Aleatorios

A fin de explicar o dar cuenta de la variabilidad observada, se
pueden construir modelos més complejos. Para ello, incluiriamos
nuevas unidades experimentales o niveles, y / 0 nuevos factores de
efectos fijos o aleatorios, que pueden ser tanto variables de clasi -
ficacién como covariantes en cada nivel de andlisis. Veamos algu-
nos ejemplos relacionados con el caso anterior.

Inclusién de nuevas variables de clasificacion
Pongamos por caso que se quiere incluir lavariable Tipo de Es

cuela en el gemplo anterior. Este seria un factor de clasificacién

1) 02>0 0%>0 o, <0

Ic) 03>0 02>0 0y >0

1d) 03>0 0250 0y, =0

X

Figura 1. Cuatro posibles resultados alter nativos en un modelo de regresion multinivel mostrando distintas combinaciones de varianzasy covarianzas sig -
nificativas en los coeficientes aleatorios de nivel dos. En la figura c) se asume que la variable predictora ha sido centrada, es decir, transformada en pun -
tuaciones diferenciales respecto de su media
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para las unidades de nivel 2, y de efectos fijos si se estd interesa-

JUAN C. OLIVER, JESUSROSEL Y PILAR JARA

do de antemano en los niveles de escuela pablicay privada. Mas

formalmente, setendria el siguiente modelo lineal, parae que los

letras latinas:

Vi =

M, + &Xhij +m,+ hu Xm + € (8)

parah = 1y 2 tipos de escuela (publica y privada)

efectos fijos aparecen en letras griegas y |os efectos aleatorios en i=12,...,a,escuelas dentro de cada tipo,
ji=1,2, 3 .., Nj sujetos por escuela
Tabla 1
Descripcion formal de los modelos de andlisis de covarianzay multinivel con pendientes homogéneas. La regresion bivariada ordinaria se incluye a efectos
compardaivos
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Nota: Las letras griegas indican efectos fijos en el modelo, mientras que las letras latinas representan efectos aleatorios. La sustitucion de simbolo ) en los modelos anteriores indica que la
varigble predictora ha sido centrada; como consecuencia el punto de corte en el origen puede interpretarse como lamedia global de la varizble dependiente (1) en el modelo multinivel, o lame-
diade cadagrupo (1 s) en el andlisis de covarianza de efectos fijos.

Tabla 2

Descripcion formal de modelos de andlisis de covarianza de efectos fijos con pendientes heterogéneas, y modelo multinivel con ambos coeficientes aeatorios
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En este caso se podrian contrastar las siguientes hipotesis adi-
cionales en el intento de explicar o dar cuenta de variabilidad sig-
nificativa en los coeficientes de regresion en el apartado anterior.

Hosi M1 = 1. Hos:B1.= B.

Ambas especifican posibles efectos de tipo de escuela publica
0 privada (primer subindice) sobre el rendimiento académico. Si
ninguna de estas diferencias fuera significativa, se podria reducir €l
modelo a expuesto en la formula (7). Si en cambio rechazaramos
alguna o ambas de estas hipdtesis nulas, se habria explicado parte
de las diferencias observadas entre escuelas en el modelo (7). El
nuevo subindice h de los efectos aleatorios indica que las etima-

157

y = 0,500 + 3,000

X1

y =0,500x + 7,501

Figura 2. Diagrama de dispersion y recta de minimos cuadrados en un
egjemplo deregresion. En el gréafico superior la variable predictoraesre -
presentada en su métrica natural, mientras que en €l gréficoinferior hasi -
do transformada en desviaciones respecto de su media

ciones de los componentes de varianzay covarianzaresduales pa
ralas escuelas se calcula a partir de las desviaciones con respecto
alamediadel tipo de centro d que pertenece (sea publico o priva
do), y no con respecto alamedia total. Es decir, se trata de varian-
zas'y covarianzas condicionales, que cuantifican diferencias entre
escuelas de las que los efectos fijos del modelo no dan cuenta.

Inclusién de nuevas covariantes

La capacidad de prediccién de un modelo puede mejorar a ve-
ces con la incorporacion de covariantes medidas en cualquiera de
sus unidades experimentales o niveles. La tradicion de una escue-
la medida en afios de existencia para cada una de €ellas, 0 una me-
dida de gjuste o adaptacion socia para cada alumno como predic-
tor de rendimiento académico serian ejemplos de covariantes de
nivel dosy uno, respectivamente. Con este Gltimo gjemplo de co-
variante en nivel uno, y a partir de la expresion (7) en la Tabla2
podriamos elaborar el siguiente modelo:

Y, = W+ BX, +BX, +m+bX, +B X +e, ©

parai = 1, 2, ..., aescuelas
y j=1,2, ..., n sujetos por escuela.

Seriaposible € contrastar aqui tres nuevas hipotesis estadisticas:
H07:BZZO Hoso-;:o H09:002:O

Ho; hace referencia a efecto fijo de asociacion lineal entre gjuste
socia y rendimiento académico. Hyg intenta constatar si esta rela
cion lineal cambia de escuela a escuela, mientras que Hog informa
ra sobre €l patrén concreto de variacién de esta asociacion lined
entre adaptacion social y rendimiento académico en los digtintos
centros educativos (ver Figuras 1b, 1cy 1d, como referencia).

Inclusion de nuevos niveles de analisis

Otra posible concrecidn del modelo original consistiria en in-
corporar una unidad experimental de tamafio intermedio, como la
clase. De este modo, los sujetos (Nivel 1) estarian agrupados en
clases (Nivel 2), y éstas en escuelas (Nivel 3). Puede que lain-
fluencia de las escuelas se deba mas que alainstitucion en si mis-
ma, a ciertas caracteristicas propias de sus clases: métodos de en-
seflanza, tamafio, cualificacion de los profesores, etc.. Este mode-
lo dara pie areadlizar un andlisis mas fino en este sentido. Se asu-
me que todas estas unidades experimental es han sido escogidas de
forma aleatoria a partir de poblaciones de sujetos, clases y escue-
|as definidas de antemano. Méas formalmente:

yuk ol leuk +m+ C” + bu XJk + eljk (10)

parai =1, 2,...., a escuelas
j=1,2,..,b clases por escuelay
k=1, 2,...., n sujetos por clase
Aqui se podrian contrastar las siguientes hipotesis de interés
frecuente, y adicionalesalas quefiguran en el modelo (7) delaTa
bla2:
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L2 L2 . _
How:06=0  Houi03c =0 HgpiOpye =0

Las hipotesis a contrastar hacen referenciaalas varianzasy co-
varianza entre los coeficientes de regresion entre clases una vez
han sido estimados los efectos de las escuelas en donde éstas se
encuentran agrupadas. El sufijo ¢ indica que las estimaciones de
los coeficientes residual es se han hecho en este caso para cada una
de las clases muestreadas. De esta manera, se podra evaluar €
efecto de pertenencia a diferentes clases sobre el rendimiento aca-
démico medio, y sobre la pendiente de asociacion entre éste y €l
nivel socioecondmico. Si alguno de estos coeficientes resultara
significativo, se podria dar cuenta de esta variabilidad observada
incorporando covariantes en el modelo o variables de clasificacion
de los tipos de clases pertinentes en el estudio.

Estos ejemplos puntuales de elaboracién del modelo de la Ta-
bla 2 pueden combinarse en un modelo Unico. Asimismo, es posi -
ble afiadir variables de clasificacion y covariantes en més de un ni-
vel de andlisis. Pongamos por caso que se incluye €l sexo del su-
jeto como variable de clasificacion en €l nivel 1, y el tamafio dela
clase como covariante en el nivel 2. Ambos efectos serian fijos en
su nivel de andlisis propio, y aleatorios en su interaccion con las
unidades de andlisis superiores, sea la clase, la escuela 0 ambas.
Por giemplo, puede que se encuentre diferencias generales entre
nifios y nifias en unaclase de lenguaje (efectos fijos), pero que es-
tas diferencias se magnifiquen o reduzcan seguin la clase o la es-
cuela (efectos aeatorios). Bryk y Raudenbush (1992), Goldstein
(1995) y Longford (1993) contienen exposiciones més exhaustivas
y detalladas del modelo general con un nimero indeterminado de
niveles, a donde se remite al lector interesado. A continuacién se
revisaran algunos conceptos de inferenciaen el andlisis multinivel
gue son de utilidad, tanto para la adecuada comprensién del mo-
delo, como paralarealizacion de andlisisy lainterpretacion dere-
sultados.

Aspectos de Inferencia Estadistica
Estimacion

Componentes de varianza. La existencia de covarianza entre
observaciones hace que e modelo de regresion por minimos cua-
drados ordinarios produzca sesgos en la estimacion del error tipi-
co, y producird como consecuencia errores de inferencia. En una
situacion similar al iemplo anterior, el grado de sesgo depende de
la magnitud de la covarianzaintra grupos tanto de la variable de-
pendiente como de la predictora, asi como del nimero de unidades
experimentales de primer y segundo nivel. Goldstein (1995) ha
calculado que en circunstancias usuales de muestreo el valor cal-
culado del error tipico estimado mediante una regresion ordinaria
puede ser la mitad del valor real, produciendo asi intervalos de
confianza excesivamente estrechos y un aumento de la probabili-
dad de Error Tipo | en los contrastes de hipotesis. Paraevitarlo hay
que recurrir a procedimientos que nos permitan estimar todos los
pardmetros del modelo.

Soluciones anal iticas parala estimacién de componentes de co-
varianza pueden encontrarse solamente en algunos casos en donde
haya equilibrio entre el nimero de observaciones por condicion,
tal como ocurre andlogamente en e caso de los disefios experi-
mentales balanceados. En un contexto de regresion esto implica
que no solamente el nimero de unidades de Nivel 1 sea el mismo

para cada unidad experimental de Nivel 2, sino también que ladis
tribucion de los valores de la variable predictora (Xs) seatambién
lamisma para todos |os grupos de nivel superior (Bryk y Rauden-
bush, 1992). En la préctica de estudios de campo en psicologia, es
frecuente que esta situacion no se cumpla. Tal como ocurre en €l
andlisis de experimentos en estos casos, es aconsejable aqui tam-
bién e recurrir a procedimientos de Maxima Verosimilitud (MV)
iterativos, ya que producen estimadores con propi edades deseables
con muestras grandes, tales como consistenciay eficiencia: es de-
cir, s serecoge gran cantidad de datos, €l estimador sera aproxi-
madamente insesgado y con varianza minima (Bryk y Rauden-
bush, 1992). El desarrollo y clarificacion de los métodos anterio-
res fue hecho por Hartley y Rao (1967), quienes propusieron una
serie de ecuaciones de MV muy generales aplicables a modelos de
efectos mixtos y aeatorios, con o sin covariantes y datos equili-
brados o desequilibrados. Sobre la base de estas ideas se ha desa-
rrollado en los afios ochenta y noventa algoritmos para la estima-
¢ion de componentes de varianza, incluidos en programas tales co-
mo MLWin en la universidad de Londres (Goldstein, 1986b;
Goldstein et. al., 1998) o el modulo Proc Mixed del Sistema SAS
(Littell, Milliken, Stroup y Wolfinger, 1996).

Cosficientes de regresion fijos Los procedimientos de MV apli-
cados ala estimacion de coeficientes de regresion fijos de tenden-
cia central (i, 35, generan expresiones contenidas en las ecuacio-
nes del modelo mixto (Hocking, 1995; Henderson, 1984; Diggle,
Liang y Zeger, 1994). Estas son equivalentes a las ecuaciones de
minimos cuadrados generalizados, que representan una extension
natural de las ecuaciones normales o de minimos cuadrados ordi-
narios en laregresion clésica para aquellos casos en que el mode-
lo contenga estructuras de covarianza més complejas. Las estima-
ciones de los coeficientes de regresion de efectos fijos mediante €l
procedimiento de minimos cuadrados generalizados necesita de
los resultados de |la fase anterior de estimacion de componentes de
varianza, teniendo propiedades tales como la de ser mejores esti-
madores linealesinsesgados (Littell, Milliken, Stroup y Wolfinger,
1996).

Coeficientes de regresion aleatorios. Ademas de los coeficien-
tesfijos de regresion de tendencia central, las desviaciones al eato-
rias en lamedia o pendiente propias de cada unidad jerarquica de
nivel superior pueden ser de interés substantivo. En el ejemplo an-
terior, los efectos fijos indican las tendencias centrales de aso-
ciacion lineal entre nivel socioecondémico y rendimiento académi -
co, mientras que los aeatorios indican las desviaciones en medias
y pendientes de las escuelas particulares. La solucion de las ecua
ciones del modelo mixto generadas por €l procedimiento de maxi-
ma verosimilitud nos proporciona también estos estimadores o
predictores, que son funcién tanto de los coeficientes de regresion
fijos como de los componentes de varianza. En €l ejemplo anterior,
e método pondera la magnitud de los coeficientes en funcién de
la cantidad de informacion que se posee para cada escuelay de la
varianza entre escuel as. Una muestra escasa para una escuela con-
creta asi como varianzas pequefias entre escuelas provocaran que
el algoritmo acerque el coeficiente aleatorio predicho para unaes
cuela concretaalos coeficientes fijos de tendencia central . Aunque
el uso de estosestimadores encagidos ha causado debates en la co-
munidad estadistica, se ha podido ver que resultan en un error de
prediccion menor de los resultados obtenidos con muestras nuevas
(Effrony Morris, 1975; Bryk y Raudenbush, 1992). Se ha mostra-
do como en general éstos tienen la propiedad de ser mejores pre-
dictores lineales insesgados (Harville, 1976).
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Contrastes de hipétesis

Ademas de estimar los componentes de varianza para un mo-
delo concreto, e investigador quiere por lo comin realizar con-
trastes de hipdtesis sobre los mismos. Para ello, un procedimiento
general utilizado en los programas anteriores es €l de razén de ve-
rosimilitud (likelihood ratio test ), que permite contrastar una H,
frente a una H, que contiene un mayor nimero de pardmetros. El
estadistico utilizado es el siguiente:

D =-2logh,/A) (11)

en donde Ay y A, representan los valores de verosimilitud (like -
lihoods) de los modelos correspondientes ala hipétesisnulay ala
hip6tesis alternativa. El valor D obtenido es contrastado en una Ta-
bla x2 con grados de libertad igual ala diferenciaen el niUmero de
parametros de ambos modelos (Goldstein, 1995; Raudenbush y
Bryk, 1992). Imaginemos que en el ggemplo (5) delaTabla 1 que-
remos contrastar la hipétesis nula de que no hay variabilidad en el
rendimiento académico medio entre escuelas:

H,:0:=0 H,:0:>0

Estos dos modelos difieren en la incorporacién de un parame-
tro adicional bajo la hipétesis alternativa. Por este motivo, tras la
estimacion de sus respectivas verosimilitudes, el valor D serd con-
trastado con € de una distribucion x2 con 1 grado de libertad. El
nivel de significatividad estadistica proporcionarala evidencia pa-
ra concluir si hay o no variabilidad en € rendimiento académico
medio entre escuelas. La aceptacion de la hipétesis nulaindicaria
que no hace falta un modelo multinivel para evaluar Hy;: B, = 0;
un andlisis de regresién por minimos cuadrados ordinario seria su-
ficiente (Modelo (3) delaTabla 1). El procedimiento de razén de
verosimilitud puede ser también utilizado de forma andoga para
contrastes de hipdtesis sobre |os efectos fijos del modelo.

Otra ventaja de estos métodos de inferencia es su flexibilidad
para redlizar contrastes sobre combinaciones lineaes de las va
rianzas del modelo. En el gjemplo anterior, es posible determinar
si las varianzas de los nifios (Nivel 1) cambian con el status socio-
econdmico, s hay diferencias en la variabilidad de nifios y nifias,
0 s estas diferencias dependen de laedad o de si la escuela es pU-
blica o privada. En estos casos, |os componentes de covarianzatie-
nen unainterpretacion andlogaalos efectos de interaccion en efec-
tos fijos. La descripcion de estas diferencias en los componentes
de varianzanos es (itil paramejorar la especificacion del modelo a
gjustar, aunque también pueden ser de interés psicol 6gico (Gods-
tein et a., 1998; Goldstein, 1995).

Aplicaciones

Buena parte de las primeras aportaciones del andisis de regre-
sion multinivel han sido realizadas en el ambito de la psicologiaes-
colar. Aitkin y Longford (1986) hacen una revisén exhaustiva de
los métodos utilizados hasta entonces en estudios clasicos de com-
paracion de la eficacia de diferentes escuelas sobre el rendimiento
académico. Tipicamente, en estos estudios origina es con regresion
clésica no existia un reconocimiento de la estructura jerérquica de
los datos, no habiendo ademas una distincin entre componentes de

regresion intra y entre escuelas. Era frecuente por gemplo aplicar
unaregreson ordinariaal conjunto de medias del rendimiento y de
la variable predictora de las escuelas. Ademas de los sesgos a que
puede dar lugar este procedimiento (Woodhouse y Goldstein,
1988), d andisis esineficiente en cuanto que no se esta incluyendo
las medidas individuales de cada nifio (Paterson y Goldstein, 1991;
Woodhousey Goldstein, 1988). Utilizando estaiinformacién, Aitkin
y Longford (1986) encontraron agunas escuel as con pendientes de-
siguales de asociacion entre razonamiento verba previo al ingreso
en laescuelay rendimiento académico posterior, por lo que algunas
escuelas parecen magnificar las diferencias iniciades entre nifios
mientras que otras parecen compensarlas. Estudios similares han
mostrado como la desventaja de minorias étnicas en € rendimiento
en matematicas parece magnificarse en escuelas norteamericanas
publicas en comparacidn con las privadas (Lee y Bryk, 1989; Nut-
tdl, Goldstein, Prosser y Rashbash, 1988). Estos resultados propor-
cionan una descripcion gustada de los procesos educativos de la
que no se disponia antes del uso de estas metodol ogias.

Un frente méas genera de aplicaciones surge en la psicologia
del desarrollo y del aprendizaje. En los andlisis clasicos intrasuje-
tos, bien univariados o multivariados, |as diferencias individuales
en e crecimiento son relegadas a la interaccion de las medidas re-
petidas por sujetos. El andlisis multinivel, en cambio, proporciona
un modelo explicito de lavariabilidad en el cambio personal, con-
siderando al sujeto como nivel 2, y alas medidas repetidas como
observaciones anidadas de Nivel 1 (Bryk y Raudenbush, 1992).
L as estimaciones de | os coeficientes al eatorios personal es propor -
ciona una ecuacion de crecimiento para cada sujeto. Lainclusion
de efectos fijos (sexo, alimentacion, nimero de hermanos) o nue-
vos niveles de andlisis (escuela, comarca, provincia...) permitira
estudiar sus efectos sobre las curvas de crecimiento. En un estudio
sobre el aprendizaje de las ciencias naturales, Lord (1980) encon-
tré componentes de varianza significativos de variabilidad entre
sujetos tanto en statusinicial, como en € cambio en funcion dela
edad. Laincorporacion del lenguaje materno y nimero de horas de
instruccion reveld efectos sobre estas diferencias de desarrallo.
Huttenlocher, Haight, Bryk y Seltzer (1991) encontraron diferen-
cias individuales no sdlo en la asociacion linea de la edad con €l
incremento del vocabulario en nifios entre 14 y 26 meses, sino
también en los coeficientes de regresion cuadraticos. Tanto el se-
xo como €l nivel de uso del lenguaje por la madre en casa eran
buenos predictores de los diferentes patrones de aceleracion y de-
sacel eracion observados en los nifios en € aprendizaje de nuevas
palabras. Modelos similares a los anteriores se han aplicado tam-
bién a la psicologia organizaciona y del trabagjo en sentido mas
amplio (Bryk y Raudenbush, 1992).

Buena parte de | as técnicas estadisticas clasicas de uso comin en
psicologiay basadas en el muestreo aleatorio simple tienen o pue-
den tener una version multinivel para muestreos por agrupamientos
(cluster sampling ). Goldstein (1995) y Longford (1993) extienden
el andlisis multinivel a medidas repetidas, a casos de varidbles dis-
cretas con distribuciones no normaes, o0 a modd os multivariados
como € andlisisfactorial. En este sentido, podemosdecir quesetra-
ta de una técnica de amplio espectro, muchos de cuyos desarrollos
y aplicaciones potenciades en psicologia estén todavia en gestacion.
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