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Cotas superior einferior paralafuncion dedistribucién del tiempo
de reaccion en modelos de procesamiento en paralelo

Aurora Gonzalez Uriel y Carmen Santisteban Regquena
Universidad Complutense de Madrid

En los modelos estocéasticos de procesamiento en paralelo, adoptando la terminologia propuesta por
Coloniusy coautores, un sistema se denomina «k th-terminating» si inicialarespuesta en cuanto k de
sus n canales acti vados han terminado el procesamiento. Estos autores también desarrollan una meto-
dologia para obtener las cotas superior e inferior paralafuncion de distribucién del tiempo de reaccidn
en un sistema paralelo «k th-terminating» de capacidad ilimitada y n canales, para valores de k uno,
dosy n (Coloniusy Vorberg, 1994. Journal of Mathematical Psychology, 38, 35-58; Coloniusy Eller-
meier, 1997. Analysis. Journal of Mathematical Psychology, 41, 19-27). En el presente trabajo se uti-
liza una metodol ogia anéloga para extender la solucion a cualquier valor de k. Las funciones de distri-
bucioén de los tiempos de reaccion se expresan como probabilidades conjuntas, y se utilizan desigual-
dades de tipo Bonferroni.

Upper and lower bounds for the reaction-time distribution function in parallel processing models. Co-
lonius and co-workers proposed a terminology for stochastic models of information processing, in
which a parallel system is called k th-terminating if it initiates a response as soon as the channel k fi-
nishes processing, having n active channels. The authors (Colonius, H. and VVorberg, D. (1994). Distri-
bution Inequalities for Parallel Models with Unlimited Capacity. Journal of Mathematical Psychology,
38, 35-58; Colonius, H. and Ellermeier, W. (1997). Distribution Inequalities for Parallel Models of Re-
action Time with an Application to Auditory Profile Analysis. Journal of Mathematical Psychology,
41, 19-27) also developed a methodology to evaluate the upper and lower bounds for the reaction-time
distribution functions in a k th-terminating parallel system with an unlimited processing capacity as-
sumption and k values equal to one, two or n. That work is extended here to the case of any k value,
by using a similar methodology, considering the distribution functions of the reaction times as joint
probabilities and using Bonferroni-type inequalities.

En muchas ocasiones, en los modelos de procesamiento de
la informacion en contextos perceptuales o cognitivos, se asu-
me que el tiempo de reaccién del sistema puede descomponer-
se en varios subprocesos. Ademés de la distincion entre mode-
los de procesamiento en paralelo y modelos de procesamiento
en serie, otra cuestion de gran importancia es la regla de para-
da que el sistema de procesamiento de la informacion utiliza
para dar una respuesta, cuando ha adquirido informacion sufi-
ciente. Sobre ello pueden encontrarse diversos resultados
(Townsend y Ashby, 1983; Coloniusy Vorberg, 1994; Colonius
y Ellermeier, 1997).

Un modelo estocéstico de un sistema paralelo con n cana-
les se puede describir mediante un conjunto de variables ale-
atorias no negativas T,..., Ty, donde T; es la duracién del
procesamiento en el canal i. Siguiendo la terminologia al uso,
el sistema se denomina «first-terminating» si inicia la res-
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puesta cuando el primer canal termina el procesamiento, y se
denomina exhaustivo si inicia la respuesta sélo cuando todos
los canales finalizan el procesamiento. Ambas situaciones son
casos particulares de un sistema que comienza su respuesta
cuando k de sus n canales (k({ 1,...,n}) terminan el procesa
miento; en este caso, el sistema se denomina «k th-termina -
ting».

Setrata en este trabgjo de establecer las cotas superior e infe-
rior para lafuncion de distribucion del tiempo de reaccion corres-
pondiente a un sistema paralelo de n canales, de capacidad ilimi-
tada, generalizando los resultados obtenidos para el caso en que €
sistema comienzaa emitir unarespuesta cuando todos o uno de sus
canales terminan el procesamiento (Coloniusy Vorberg, 1994), o
bien cuando lo hacen dos de sus canales (Colonius y Ellermeier,
1997), a caso en que comienzaaemitir la respuesta cuando un n-
mero k cualquiera de canales han terminado el procesamiento. El
modelo se construye bajo los supuestos: a) el estimulo comienzaa
procesarse en cuanto se presenta; b) las distribuciones marginaes
de cada canal son las mismas independientemente de cuantos y
cuales de los restantes canales permanecen activos; c) lareglade
parada es que se inicia la respuesta cuando k de entre los n cana-
les activos, 1<k<n, han terminado el procesamiento («k th-termi -
nating»).
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El modelo

SeaT, (i=1,...,n) e tiempo de procesamiento del canal i-ésimo,
y sea Ty, el k-ésimo estadistico ordenado obtenido del conjunto
devariables aleatorias T, ..., T,

Fi.n(t) eslafuncién de distribucién del tiempo de reaccion
correspondiente al sistema paralelo con n canales activos, con
capacidad ilimitada, cuya regla de parada es «k th-termina -
ting».

Se denota por T, ¢ k-ésimo estadistico ordenado obtenido
del conjunto de variables aleatorias Ty,..., Ti.1,Tjs1,--s Ty €N €l
caso en que el canal i se encuentre inactivo,y F{ _.(t) eslafun-
cion de distribucion del tiempo de reaccidn correspondiente al sis-
tema paralelo de capacidad ilimitada con n canales, n-1 de ellos
activos, siendo € canal i-ésimo el que permanece inactivo, y cuya
regla de parada es «k th-terminating». Las notaciones son anélo-
gas para los casos en que se considere que dos 0 mas canales se
encuentran inactivos, indicandose esos canales en el superindicey
eliminandose las cor respondientes variables en el computo de es-
tadisticos ordenados.

Sedice que el sistematiene capacidad ilimitadasi su medidade
probabilidad asociada cuando todos los canales estan activos, es
idéntica a la medida de probabilidad asociada al sistema cuando
uno o mas canales cualesquiera se encuentran inactivos. Expresa-
do formalmente (Colonius y Vorberg, 1994), si es B= {iy,...,i}
(m<n) un conjunto de canales activos, y Pg |a medida de probabi-
lidad asociada a correspondiente modelo de m canales, se dice
que el modelo de n canales tiene capacidad ilimitada si Pg (T;1 <
ty..Tim < t)= P(Tig < tg,...,Tim < t,) para cudesquiera B C
{1,...n}, ty,...,t,, 0 O+, donde P denotala medida de probabilidad
asociada al modelo con los n canales activos.

En el caso de un sistema paralelo de capacidad ilimitada que
comienza a emitir su respuesta en e momento en que uno de sus
canaesterminael procesamiento («first-terminating»), la funcién
de distribucion del tiempo de reaccion (TR) es:

F..(0) =P(TR<t) = P(minT, <t) = P(T, <1)

En este caso k=1, se establecen las desigualdades (Colonius y
Vorberg, 1994):

max FO

im-1

() <F, (D min{F)_0) +F, 0 - F2 0}

1m-1

(n>2),

lo que indica que, para cualquier t, se han obtenido una cota supe-
rior y una cota inferior para el valor de la funcién de distribucion
del tiempo de reaccion en funcion de Ios valores de las funciones
de distribucién cuando uno (F2.().F 9. (1) odos (F2.(1) de
los n canales se encuentran inactivos.

En el caso de un sistema paraelo, de capacidad ilimitaday ex -
haustivo (es decir, que comienza a emitir su respuesta cuando to-
dos sus canales terminan el procesamiento), la funcién de distri-
bucion del tiempo de reaccién es:

F..(0 = P(TR<t)=Pmax T <t)=P(T,, <t).

Es d caso k=n, y las desigualdades establ ecidas para el mismo
(Coloniusy Vorberg, 1994) son:

max{ F? (t}<F. @O <minF

wna () +F, L () -FD

n-2m-2

min-t rma () (0>2),

con lo que, de nuevo, para cadat se han obtenido una cota supe-
rior y una cota inferior para el valor de la funcion de distribucion
del tiempo de reaccion en funcion de los valores de las funciones
de distribucién que resultan cuando uno o dos de los n canales se
encuentran inactivos. Es importante observar que, tanto en el caso
k=1 como en el caso k=n, los sistemas con uno o dos canales inac-
tivos alos que se alude en la construccion de las desigual dades tie-
nen lamismaregla de parada que €l sistemna con todos |os canales
activos.

En el caso de un sistema paralelo de capacidad ilimitada que
comienza a emitir su respuesta en el momento en que dos de sus
canalesterminan el procesamiento («second-terminating»), lafun-
cién de distribucién del tiempo de reaccion es:;

F,.(t) =P(TR<t) =P(T, . <t).

Este es el caso con k=2, y las desigual dades establecidas para
las cotas superior e inferior son (Coloniusy Ellermeier, 1997):

max F3, (1) )= min{Fo, . (t)+ Fo (6 FOL()- R (- FiL () (n>2)

El interés practico fundamental de las anteriores desigual dades
es el de disponer de unas condiciones verificables sobre las distri-
buciones de |os tiempos de reaccion cor respondientes a una cierta
clase de modelos (modelos de procesamiento en paralelo con ca
pacidad ilimitada), que permitan contrastar la aplicabilidad de es-
tos model os a situaciones reales. En cuanto a su interés metodol 6-
gico, esevidente quelo tienen, a tratarse de unamodelizacion ma-
teméticadelarealidad.

Método

Denotando por P,, = P la medida de probabilidad asociada al
sistema con los n canales activos, por P,_1 la asociada a sistema
con n-1 canales activos, y asi suceswamente por la hipétesis de
capacidad ilimitada se tiene que:

Fot)=P(T, <t)=HT, <t)=
pos Ti sean menores o iguales que t}.

P {a menos k de los n tiem-

FO () =P _(T% <t)=P(T® ,<t)=P {a menosk delosn-1

tiempos T,...,Ti.1, Ti+1,---» T, SEBN Menores o iguales que t}.

FO @) =P, ,(T®, <t)=P(T® ,<t)=P {a menosk delosn-2
tiempos Tl""'Ti—l’Ti+1""’ Tj_]_,Tj+1x---
quet}.

Se define la familia de sucesos B, . (8 ={T, <¢n{T, <t}n.

donde 11 D{ln},,lK D{l,...,
cesamiento del canal 1;-ésimo.

,T,, sean menores o iguales
UL
n}; T, denotael tiempo del pro-

Alt) =

Se define también el suceso T

B, . ().

Omitiendo, por simplicidad, la dependencia en t de la notacidn
(t O O+ esarbitrario pero fijo), se denota en o sucesivo:
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Bl_ l{EBl‘ 1, ( t)
A =A(1)

Por construccion, se verifica que Fy,, (t)= P(A).
Andlogamente se definen A0 y A(i):

AV= U B OF (1= PA%)

sk

AY = U B D F:') . P(A(u))

1,#ij0h

- Lema 1(L1): Paracualesquierapy,...,Pg+1{ 1,...,n} distintos 2

k+1
a2, severificaque: A = FLJlA“’J .
Demostracion: Véase e doble contenido.

[O]A DUA®

SeaB; ..., U A, loqueimplica que los subindices |; son dis-
tintos 2 aé o

Se quiere comprobar que B... DUA

Puesto que I4,...,I, O{1,....n} y pl, Pk+1 0{1,...,n}, y tanto

los|; como Iosp son distintos dos a dos, existe a menos un indi-
cejo 0{1,.. k+1} tal que p, #1 00 O{1...k}.

Por definicién de A™” , severificaque B, , DA™ .

Por tanto, B, , DL_JA“’".

Puesto que se ha tomado un elemento genérico de A y se ha
comprobado gue pertenece a UA(“) , €s posible concluir que

A I:l UA(P)
[OJUA® DA
=1

Por construccion, A® O Aj.
Asi, pues, JA® OA.
=1

-Lema2 (L2): OpzqA®™ OAYNAC,

Demostracion: Por definicion de los sucesos A®), Ay A (),
severificaque A® O A® y A® OA®, Porlotanto, deformain-

mediata se obtieneque A® O AP NA®,

- Lema 3 (L3): Dados A4,...,A, sucesos de un espacio mues-
tral y P medida de probabilidad sobre dicho espacio, se verifica
que:

P(UA) <3 P(A)-3CP(A.NA,,) (DesigualdaddetipoBonferroni)

=1

La demostracion viene dada en: Colonius y Ellermeier,
1997.

Obtencion de las cotas

La obtencidn de las cotas superior e inferior, objetivo de este
trabajo se obtienen de la siguiente forma:

a) Cota superior

Haciendo uso de los tres lemas anteriores:

3

(A)” = P%;j g’

Expresandolo como funciones de distribucion:

Fa(t) < ZF‘W() ZF‘L’JiJ( t)

Op,-P,, 0{1,...,n} distintos2 a2, n>2, k{2,...n-2}, de donde

F..(t) < min 5 F2L (0 -5 Fr(0

b) Cota inferior

A" OA, por definicion, Oi.. Por tanto, P(A”) <P(A), Di.

Equivalentemente: Por tanto: FC,_(t)< F,.(t), Oi.

max F¢

o (0) < Fa (0):

Obteniéndose finamente que:

max{ R (t} < R (0 min[5 L (0-3 F OF Ok D20 20 >2.

Conclusién

En un sistema de procesamiento en paralelo se han hallado, pa
racualquier t>0y paracadak (2 <k < n - 2), una cota superior y
una cota inferior para €l valor de la funcion de distribucion del
tiempo de reaccion, dado que €l sistemainicialarespuesta cuando
k de entrelos n canales activos terminan €l procesamiento. Las co-
tas se han hallado a través de las funciones de distribucion de los
tiempos de reaccion del sistema cuando uno o dos canales estan
inactivos.
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