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M odel os estocasticos de aprendizaj e en ensayos de respuesta dicotomica

y un numer o finito de estados absor bentes

Carmen Santisteban Requena
Universidad Complutense de Madrid

En este trabajo se construye un modelo probabilistico para representar un proceso de aprendizaje en el
contexto de los model os de estado en la denominada teoria matemética del aprendizaje. El modelo in-
cluye tanto el proceso de adquisicion como €l de olvido, asi como € supuesto de que €l proceso pue-
de terminar en uno cualquiera de r estados. Se consideran en el modelo dos estados transitorios y un
ndmero finito r de estados absorbentes. Las transiciones se supone que estan reguladas por la «fuerza
de larespuesta» segiin la concibe Luce en su modelo b de aprendizaje y que derivaa partir de su axio-
ma de eleccion.

Sochostic learning models for dichotomous response trials and a finite number of absorbing states. A
probabilistic model for a learning process has been built up in the context of the state models for the
learning mathematical theory. Two transitory states (for the acquisition and forgetting processes) and
afinite number of absorbing states are considered. The transition probabilities are assumed to be con-

trolled by the «response strength» of the Luce’s 8 model, derived from his choice axiom.

Lateoria del aprendizaje ofrece una multitud de puntos de vis-
tay de resultados al amparo de los cuales, en €l proceso de for-
malizacién que ha experimentado la Psicologia alo largo del pre-
sente siglo, se han desarrollado distintos tipos de modelos, (e.g.
Atkinson, Bower y Crother, 1965; Wickens, 1982; Townsed y
Ashby, 1983). En este trabajo nos enmarcamos en concreto en los
gue en la obra de Coombs (Coombs, Daves, y Tversky, 1970) se
incluyen en la «Teoria Matematica del Aprendizaje»

Los modelos mejor establecidos en la teoria matemética del
aprendizaje han sido los model os operador lineal desarrollados por
Bush y Mosteller (Bush y Mosteller, 1951, 1955), también deno-
minados modelos a, el modelo operador no linea 3 de Luce, ba-
sado en el concepto de «fuerza de la respuesta», que deriva de su
axiomade eleccion (Luce, 1959) y los model os alos que en laobra
de Coombs et a. (1970) se clasifican como «Modelos de Estado»
(Estes, 1950). Entre estos ultimos modelos ocupan un lugar muy
relevante los modelos cuya axiomédtica conduce a la representa-
cion del proceso de aprendizaje como una cadena de Markov. Es-
tos modelos no se encuentran bien establecidos hasta los afios 60,
en que aparecen desde representaciones muy simples, como es €l
modelo de un elemento en la estructura que propone Bower (Bo-
wer, 1961, 1962) o model os con méas componentes, como los que,
entre otros, proponen Atkinson y Crothers (1964) o Bernbach
(1965).

En el presente trabajo se considera un modelo estocastico de
aprendizaje que incluye tanto el proceso de adquisicion como el de
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olvido, que se representa como la posibilidad de paso entre dos es-
tados recurrentes transitorios A, y Ag. También el modelo incluye
un nimero r de estados absorbentes, puesto que parece razonable
suponer que el sujeto puede eventualmente terminar el aprendiza-
jeen un cierto estado F;.

Se consideraque en €l intervalo tempora (t,t) con0<T < €l
sistema puede vigjar entre dos estados transitorios A, y Ag (0, B
=1,2) y puede a canzar uno de losfinitos estados finales F5 (5 =1,
..., ) que son absorbentes.

Las transiciones entre los estados A, y A g responden a que €l
sujeto puede adquirir la respuesta deseada u olvidar, por lo que au-
menta o disminuye el nimero de respuestas correctas que da el su-
jeto de un ensayo a otro. Estos cambios, sin embargo, no se consi-
dera que responden a modelo conocido como de «ganancia-pér-
dida» en €l contexto de los modelos operador lineal desarrollados
dentro de la teoria estocastica del aprendizaje por Bush y Moste-
ller en los que, a aplicar un operador, la probabilidad de respues-
ta correcta se modifica de forma que el nuevo valor esigual a an-
terior més un incremento proporcional alo que queda por apren-
der (1-p) y un decremento proporcional al mismo p, es decir, alo
ya aprendido. En el presente trabajo, a pesar de que €l paso entre
los estados A, y A seredliza debido alagananciao pérdidade al-
gun elemento, en estas transiciones no se hacen sin embargo con-
sideraciones de proporcionalidad, como en los modelos anterior-
mente citados, sino que las transiciones se consideran gobernadas
por lasintensidades o «fuerza de la respuesta» introducida por Lu-
ce en el modelo B en €l sentido que é mismo daalaescalaque se
deriva directamente de su axioma de eleccién (Luce, 1959).

Todas las transiciones entre estados se suponen que estan go-
bernadas por las fuerzas de |as respuestas. A estas fuerzas los de-
nominamos Vs cuando los transiciones son entre los estados A, y
Agy las denominamos g5 cuando el paso se redliza entre cual-
quierade los estados A y uno de los estados F.
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El modelo que se presenta formaliza estas relaciones, que
responden inicialmente a una version de las ecuaciones de
Chapman-Kolmogorov en un proceso estocastico. Se dan las
soluciones de las ecuaciones diferenciales para el célculo de
las probabilidades de transicion P , Pog Y Qqp Y Se determi-
nan las constantes en funcién de las condiciones iniciales
que se establecen y de las raices caracteristicas de las ecua-
ciones.

Supuestos

Supuesto 1: El proceso de aprendizaje es potencial mente con-
currente, repetitivo y reversible, mientras que €l estado final esun
proceso irreversible o absorbente

Supuesto 2: Se consideran dos estados transitorios A, y Agy
un ndmero finito r de posibles estados findes Fs . (a, B = 1, 2;
0=1,2,...,T)

Supuesto 3; Enel intervalo (1,t) con 0<T< t< » € sujeto
puede vigjar continuamente entre los dos estados A, y Ag y puede
acanzar alguno de los estados finales F .

Supuesto 4: Las transiciones estan gobernadas por las intensi-
dades o fuerza de la respuesta que son respectivamente Vg Y Hys
y que representan genéricamente las intensidades de los sucesos
asociados alos estados A, y A y los asociados de |os sucesos de
los estados F.

Supuesto 5: Las intensidades v, Y Hgs Se SUPONEe gue son in-
dependientes del instante €, (T < & < t) en el que esta el sistemaen
el intervalo (1, t) en el que se produce el cambio.

Probabilidades de paso y condicionesiniciales

La probabilidad de paso entre los estados A, y Ag en €l inter-
valo A(t) es:
PaB =Vop AR +ClAM] ; azB

siendo C[A(t)] la probabilidad de mas de un cambio en ese inter-
valo temporal.

La probabilidad de pasar a uno de los estados finales en un in-
tervalo At es:

Pus = Has A () +C[A ()]
La probabilidad de transicién a un estado final permanente Q,5
se obtiene considerando que se puede hacer directamente desde A,

obienatravésde Ag (o # f3).
Se consideraque

Vaa = '%’up + glFlas%

Yy que vyg > 0 (asi como vg,) y que vy, # 0, puesen el caso en que
Voo =0 €l estado A, sera absorbente. Se supone ademas que

5 ;s >0 obien 3y >0
=1 =1

Condicionesiniciales

L as probabilidades de transicion Pgg (1,t) y Pys (T,1) satisfacen
las condiciones iniciales siguientes:

)Pu(t)=1; a=12

ii)Pg (T,1) =0 ; a P ; a,f=12

i) P (t1,)=0; a=1,2; 6=12,...,r
El modelo

Para un individuo en A, en un instante cualquiera & del inter-
vao (T,1)

Pop(T, §) . Py, (€.t) =Py, =P, {estaren AgenE y en A ent}

Ya que los anteriores sucesos son mutuamente excluyentes pa-
radiferentes [3:

Pav(T't) = BZZ]-PGB (T,E) EPBV (Evt)

gue es una version de la ecuacion de Chapman-Kolmogorov.
Por lo tanto:

P[Tt+ AE)] =P (T 1+ Y AQ] Py (1) () + ()
Pt + 41)]= P, (Tt)v,, A1)+ PuB(T,t)[1+ VBBA(t)] +C[a(t)

Formando los cocientes diferenciales y tomando limites para
A(T) -0, se obtiene que:

2 P(1)= Puu (1) Voo + Py (1),
3 da # Ba,p=1,2
55 Pes (T0) =P (L), + Py (1) Vs

0}

Las soluciones de ese sistema de ecuaciones diferenciales ho-
mogeéneas con coeficientes constantes es de la forma:

Puu(Tvt) = Duues ; PGB(T’t) = DaBes (“)

donde s es una funcion de las fuerzas de respuesta.
Sustituyendo (1) en las ecuaciones diferenciales, éstas toman
laforma

D&% = D% V,, + D€'V,
D" = D, € M, + D%V,

Esfécil comprobar que hay dosraices caracteristicas s, y s, que
son los Unicos valores reales de s para que las expresiones (1) pue-
dan ser soluciones de las ecuaciones (). Ademés, a considerarse
Vo > 0y Vgo > Olasraices seran digtintas.

Lasolucién general es:

Puu(T’t) = Iikw(s - VBB)eSIt
a % Ba,p=12

o

PuB(T,t)=§KVuBe§I
= N

Los dos coeficientes D para cada raiz s se denotan por Dy, ¥
Dqp Y larelacion entre los coeficientes y las constantes k; es:
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teniéndose para cada s un par de soluciones de las ecuaciones
(.

Para la determinacién de las constantes se hace uso de las con-
dicionesinicialesy haciendo T =t en (l11) se tiene que:

1
T3S

e s izji,j=12

Por lo tanto las Probabilidades de Transicion entre estados de
aprendizaje son:

-V
Pu(Tt) = fs—ﬁﬁeﬁ“‘“
=1 § 7§
Vv
Py(Tit) =y —2e
R8s, (V)

que no depende de t o de T, sino de (t-1). Es decir, € proceso es
homogéneo respecto al tiempo.

Las Probabilidades de Transicién a un estado final permanen -
te Qu5 () se obtienen considerando que el individuo puede &l can-
zar uno de esos estados F5 directamente desde A ,, o bien a través
de Ag O # B.

Considerando un intervalo infinitesimal (t,1+dt), parat fijo (0
<1 <t), laprobabilidad de estar en A, y acanzar un estado F5 es
igua a

Qa[} (t) :JOI Pw (T)“uéd.[ +Ilt) PGB(T)pﬁédT (V)

Sustituyendo Py (T,t) ¥ Py (T,1) enlaecuacion (V) eintegran-
do se obtiene:

> e" -1

Q.0)=3 m[(s =Yt v,

(jzia0 # BaB=123=12...,1

Conclusiones

Este trabgjo formaliza un model o de aprendizaje en el que se
contemplan el proceso de adquisicion y el de olvido, asi como
la posibilidad de que e sujeto finalice el aprendizaje en uno
cualquiera de r estados. Se supone que el sujeto puede viajar
entre dos estados de aprendizaje recurrentes transitorios y que
en cualquier momento puede pasar a un estado final que es ab-
sorbente.

En € trabajo se explicitan como se pueden calcular |as proba-
bilidades de paso entre esos dos estados transitorios, asi como las
de paso a uno de los estados finales considerados a priori irrever-
sibles. Las soluciones se dan bgjo los supuestos, nunca anterior-
mente contemplados en este tipo de modelos, de que lastransicio-
nes estan gobernadas por la «fuerza de la respuesta», de acuerdo
con el axioma de eleccion de Lucey que la consideracion de «ga-
nancia-pérdida» en e aprendizaje, incluida en este modelo, tam-
bién se supone que esta gobernada por la fuerza de la respuestay
no por los supuestos de proporcionalidad entre o aprendido y lo
gue queda por aprender, como se hace en los modelos de Bush y
Mosteller.

Se pueden considerar como casos particulares de este modelo,
los correspondientes a un proceso puro de adquisicién o uno puro
de extincién de unarespuesta.
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